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RESUME

L'objet de cette these est d'étudier les liens entre ngfétrie discrete et la combinatoire
des mots. Le fait que les figures discretes soient codéedgsamots sur I'alphabet a quatre
lettres® = {0, 1,0, 1}, codage introduit par Freeman en 1961, justifie I'utilisatile la combi-
natoire des mots dans leur étude. Les droites discretésies objets bien connus des combina-
toriciens, car étant identifies par les mots Sturmienst da trouve déja une description assez
compléte dans les travaux de Christoffel a la fin du XIXeek a la suite de travaux précurseurs
de Bernouilli et Markov. Alors que I'on comprend bien la sture des droites discrétes, on
connait beaucoup moins bien les courbes en général.

Cet ouvrage porte sur I'étude de propriétés geomadsale courbes fermées, codées sur
l'alphabet3. On s'intéresse tout d’abord a la représentation demigedans le plan discret
7?2 et de ceux qui codent les polyominos.

Dans un premier temps, I'emploi d’'une structure arborescqnaternaire permet d’'éla-
borer un algorithme optimal afin de tester si un mot quelcergry: code un polyomino ou
non. Ce résultat est fondamental d’abord parce qu'il esveau, élegant et qu'il se généralise
en dimension supérieure. En outre, la linéarité de de¢esl les algorithmes subséquents vrai-
ment efficaces.

A la suite de résultats précurseurs de Lyndon, Spitzelierindt sur la factorisation des
mots, il existe une interprétation combinatoire de la esité discrete. En géométrie algorith-
mique, des algorithmes linéaires furent établis par Mic@aet Avis en 1979, puis par Melk-
man en 1987, pour calculer I'enveloppe convexe d’'un polggdebled-Rennesson et al. ont
obtenu, en 2003, un algorithme linéaire pour décider dmlaexité discrete d’un polyomino
par des méthodes arithmétiques. Nous avons obtenu gticpropriétés spécifiques des mots
de Lyndon et de Christoffel un algorithme linéaire poutdesi un polyomino est digitalement
convexe. L'algorithme obtenu est extrémement simpleatese dix fois plus rapide que celui
de Debled-Rennesson et al.

Finalement, le calcul de la plus longue extension commuteia mots en temps constant
— obtenu par Gusfield a l'aide des arbres suffixes — et leréiné® de Fine et Wilf permettent
d’élaborer de nouveaux algorithmes qui, grace a la tarnaation de Beauquier-Nivat, testent
si un polyomino pave le plan par translation. En particuleer obtient un algorithme optimal
enO(n) pour détecter les pseudo-carrés. Dans le cas des psendgemes ayant des facteurs
carrés pas trop longs on obtient également un algoritliméaite optimal, tandis que pour les
pseudo-hexagones quelconques nous avons obtenu untaig®@nO (n(logn)?) que nous
croyons ne pas étre optimal.

Mots clés : combinatoire des mots, géométrie discrete, droitefaliég, pavages du
plan, algorithmique.



INTRODUCTION

Le traitement numeérique consécutif a I'avenement ddmateurs a connu un essor remarquable
en synthese et en analyse d'images. Toutes les techmeldgiffichage modernes sont basées
sur la représentation d'images réelles sur des grillepixigls. Les images qu’on représente
figurent dans un plan ou les principes de la geométriegdianhe s’appliquent. Le passage du
monde continu ou euclidien, au monde discret ne s'effecagesans difficultés. En effet, de
nombreuses notions bien définies dans le monde euclidigeuant s’appliquer directement
aux espaces discrets. Par exemple, la notion bien connuigrdedroite doit &étre repensée
lorsqu’on passe au discret : au lieu d’étre représendeal@ux points distincts, elle se trouve
représentée par un chemin sur le réseau carré canslitsi pixels. Ce chemin est un mot infini
sur un alphabet de deux lettres connu sous le nom de mot da 8twertains segments finis de

ce chemin sont des mots dits de Christoffel.

L'analyse et la synthése d’images sont deux domaines qargagécemment imposés dans pra-
tiquement tous les secteurs scientifiques et techniquegprbblemes soulevés par le développe-

ment de leurs applications relevent de la géométrierélisc

Comme le mentionnent Klette et Rozenfeld dans la deuxiémaspe de l'introduction de leur

synthése sur les droites digitales (Klette et Rosenfeli)42:

“Related work even earlier on the theory of words, specificalh mechanical or

Sturmian words, remained unnoticed in the pattern recagmitommunity.

faire le pont entre les méthodes issues de la combinategenmbts et celles provenant de I'ana-
lyse et le traitement d'images correspond a un besoin.uluggésent, en géométrie discréte
les objets sont caractérisés a I'aide de propriétiéisnagétiques, de sorte que les outils employés
pour détecter ces propriétés reposent sur 'arithopieti Une approche combinatoire offre un

point de vue difféerent et propose de nouveaux outils algariques pour étudier ces objets.



Le but de cette these est de renforcer les liens entre lagieie discrete et la combinatoire des
mots. Plus précisément, montrer comment la combinattigemots fournit des outils efficaces

et d'implémentation simple afin d'étudier differentoplemes issus de la geométrie discréte.

Le premier chapitre est consacré a la définition des slgembinatoires et géométriques qui
seront étudiés et employés par la suite. Ces objets eepts sont en général bien connus et
aucun nouveau résultat n'y est présenté. Les défisiteinnotations relatives a la combina-
toire des mots sont en majeure partie tirees des livres dedthaire (Lothaire, 1997; Lo-
thaire, 2002; Lothaire, 2005) qui sont considérés coman@&ference en ce domaine. Aprés
avoir introduit quelques résultats classiques sur lesspart présente le codage de Freeman
(Freeman, 1961; Freeman, 1970) qui permet de coder par usunétlphabet{0,1,0,1}
tout chemin constitué de déplacements unitaires dansufediscretZ?. Ce codage est ensuite
employé afin de coder les polyominos qui sont le principaébod'étude de cette thése. Une
fois un polyomino représenté par un mot, on étudie lepigtes géométriques du polyomino

par l'intermédiaire de la structure combinatoire de ce.mot

Au chapitre 2, on s'intéresse au probleme suivant :

“Etant donié un motw sur I'alphabet{0, 1,0, T}, est ce que le chemin cégarw

passe deux fois par le&me point.
Ce probleme, trés simple a premiére vue, présente idrauses solutions algorithmiques dont
la complexité temporelle est da@n log n). L'utilisatoin d’'un radix-tree quaternaire auquel on
ajoute dediens de voisinagepermet d’éviter ce facteur logarithmique proposant aims so-
lution optimale. L'algorithme présenté est tiré de tiele (Brlek, Koskas et Provencal, 2008).
On conclut en montrant de quelle maniére cet algorithmenpedirectement de tester si un
mot code le bord d'un polyomino. Ceci s'avére de premién@drtance car les deux cha-
pitres qui suivent portent sur I'analyse de cests de contouafin d’en tirer des informations
géomeétriques en temps linéaire. Il est donc nécesdditee d’abord en mesure de déterminer
si ce mot code le bord d’'un polyomino ou non, sans affecteofapexité temporelle du traite-

ment.

Le chapitre 3 est consacré a I'étude de la convexitéréliscdes polyominos. Les résultats

présentés sont issus des articles (Brlek, Lachaud eeRgay, 2008) (Brlek et al., 2008).



On y propose d’abord une condition nécessaire et suffigamie tester la convexité discrete.
En effet, un polyomino est digitalement convexe si et seal@nsi la factorisation en mots de
Lyndon décroissants de son mot de contour est uniquemempaste de mots de Christoffel.
Cette condition permet d’élaborer un test de convexitémad dont I'implémentation est d’'une

simplicité surprenante. On s’attarde ensuite au proeldmcalcul de I'enveloppe convexe et,

encore une fois, on y propose une solution optimale.

Le quatrieme et dernier chapitre de cette these étudipdéyominos ditexacts c’est-a-dire
ceux avec lequels il est possible de paver le plan par tt@amslaOn s'intéresse d'abord a
la détection de ces polyominos particuliers. Wijshoff ah\Leeuven (Wijshoff et van Leeu-
ven, 1984) ont montré qu'il suffit de considérer les pasagguliersdémontrant par le fait
méme que, contrairement au probleme plus général degpadu plan par un ensemble de po-
lyominos qui est indécidable (Berger, 1966), détermaiem polyomino seul pave le plan est
décidable en temps polyndmial. Un critere sur les mtatblepar Beauquier et Nivat (Beauquier
et Nivat, 1991) sépare les polyominos exacts en deux caé&sy soit lepseudo-careset les
pseudo-hexagone®n propose trois algorithmes, basés sur ce critere guoigttent d’abaisser

la borne quadratique établie par Gambini et Vuillon (Garnbt Vuillon, 2003) :
1. un algorithme optimal pour détecter les pseudo-cafBrtek et Provencal, 2006c¢),

2. un algorithme optimal pour détecter les pseudo-hexegaont les bords ne possedent

pas de répétitions trop longues. (Brlek et Provenca620Brlek et Provencal, 2006b),
3. un algorithme dan® (n(logn)*) pour détecter tout pseudo-hexagone.

Ensuite, on étudie la structure particuliere des polymmide type pseudo-carré qui pavent le
plan de deux manieres differentes. On termine en propaax généralisations provenant de
I'article (Brlek, Fédou et Provencal, 2008). Premiéesit) on considére des chemins fermés qui
ne codent pas nécessairement des polyominos, mais dess@ius générales. Deuxiemement,

on s'intéresse au passage de la grille carrée a la gekadonale.

On conclut en proposant diverses voies d’exploration &guui suivent naturellement de ces

travaux.

Il estimportant de préciser que les résultats présatdas cette thése sont en majorité le fruit de



collaborations internationales. Tout d'abord, I'algenite présenté au chapitre 2 est le résultat
d’'une collaboration avec Michel Koskas de I'AgroParisTecRaris. D'autre part, des travaux
réalisés conjointement avec Jacques-Olivier LachautlUteversité de Savoie a Chambéry
ont quant a eux mené a I'eélaboration du test de conegxi€senté au chapitre 3. Finalement,
les généralisations proposées a la fin du chapitre 4t-@lire la notion denot de contour
géréralist et le passage a la grille hexagonale, découlent d'unetsmiation avec Jean-Marc

Fédou de I'Université de Nice Sophia-Antipolis a Nice.

En terminant, j'aimerais souligner que tous les algoritampeesentés dans cette these ont été
implémentés. Ces programmes, écrits principalemeMagsie ou en C++, seront tous recodés

et intégrés au projedage-Wordsléveloppé au LaCIM.



Chapitre |

DEFINITIONS ET NOTATIONS

La combinatoire des mots est considérée comme une diseilcente en mathématiques. Ses
premiers travaux sont attribués a Bernouilli, au XVlliecte. Ensuite, on remarque les travaux
de Christoffel et Markov aux XIXe et Morse au XXA.cette époque, on ne considere pas la
combinatoire des mots comme une discipline en soit. Cesdgrarathémaciens en utilisent

simplement les idées de base afin de mener a bien leursitreaspectifs dans divers domaines
des mathématiques ; principalement en algebre maieiegat en traitement algébrique des

courbes continues et en théorie des nombres.

On s’en doute, c’est 'avenement de I'ordinateur qui, dandeuxieme moitié du XXe siecle,
créa un véritable intérét envers cette discipline. Eformatique, toute information est repré-
sentée sous la forme de chaines de caracteres. Le teaitelm celles-ci souléve des questions

qui relévent de la combinatoire des mots.

Le développement des ordinateurs a provoqué une Vierigadplosion dans I'étude des mathé-
matiques discretes créant ce qu’on appelle aujourd’miotmatique théorique. Les pionniers
de cette discipline, Schiitzenberger, Chomsky, Kleerenbgrg et Ginzburg pour ne nommer
que ceux-la, ont jeté les bases de la théorie des landagesls de laquelle sont issus les

compilateurs, interpréteur et autres logiciels d’'usag&ant.

La combinatoire des mots a aujourd’hui atteint un niveau &eslbppement important dont
on trouve une présentation exhaustive dans la série s lpar M. Lothaire (Lothaire, 1997,

Lothaire, 2002; Lothaire, 2005).



1.1 Alphabet, mot et facteur

Etant donné un ensemble de symbaiesippeléalphabet on définit le motw comme étant
un n-uplet (wy, ws, . .., w,). Afin d'alléger I'écriture, on omet les parenthéses stuggules
de maniére a écrire simplememnt = wyws - - - wy, ; on appellew, la k-ieme lettre dew. On

utilisera a I'occasion la notiow|[k] pour désigner cette lettre.

Définition 1. Soitw € X", on appellen lalongueurde w, notéelw| = n.

Par exemple, solf = {a, b} le mot de longueur six» = abbaba correspond a6-tuple
(a,b,b,a,b,a) € X.

Définition 2. Etant donné, € X" etv € Y™, la concaénationde u et v, notéeuv, est le
(n +m)-uplet

— n+m
U0 = (Ug, Uy .« y Up, V1,02 ey Upy) € 2 .

La concaténation est souvent appeléertaluit de deux mots. Conséquemment, pour tout entier
k > 0, la notationw* désigne la concaténation decopies du mots. On notes le mot de

longueur zéro appelliot vide Naturellement, on a que pour tout mot

cw=we=w et w’=¢.

L'ensemble des mots finis posséde donc une structure deidedont: est I'élément neutre.

Notation 1. L'ensemble des mots finis sdir est noté

Y = U »n,

n>0
On appellex* le mondde libre Lensemble des mots finis non-vides est quant a lui noté
=3\ {e}.
Le mot obtenu en inversant I'ordre des lettres d'un met wiws - - - wy, est appellé somiroir

et est défini panw = w,w,_1 - - - wy. Un invariant sous I'action de I'opératetrest appelé un

palindrome



Définition 3. L'ensemble des palindromes sur I'alphabgeést noté :
PalX*) ={w e X |lw="w}.

Remarque 1. Un motw € X" est un palindrome si et seulement si poar {1,2,...,n} ona

Wi = Wp—i+1-

Par exemple, les mots; = ¢, we = a, etws = abbabba sont tous éléments de Pad, b}*).

Définition 4. Soitw un mot fini sur I'alphabek et z, y, z € X* trois mots tels quev = xyz,
on dit alors quer est unpréfixede w, y est unfacteurde w, etz est unsuffixede w. De plus,

un préfixe, un facteur ou un suffixe deest ditpropre s'il n'est pas égal a.

On notePref(w) I'ensemble des préfixes de met Fact(w) 'ensemble des facteurs de et

Suff(w) I'ensemble des suffixes de. Par définition, pour touty € ¥* on a
{e,w} C Pref(w) N Fact(w) N Suff(w).
Par exemple, considérons encore une fois lewmnet abbaba,

Pref(w) = {¢, a, ab, abb, abba, abbab, abbaba},
Fact(w) = {e, a, b, ab, bb, ba, abb, bba, bab, aba, abba, bbab, baba, abbab, bbaba, abbaba},

Suff(w) = {e, a, ba, aba, baba, bbaba, abbaba }.

Etant donné un mab € ©* et deux entierg etl, 1 < k <1 < |wl|, on notew[k..l] le facteur

WrWh41 *° - W] dew.

Bien qu'il existe de nombreux ordres sur les mots, dans leecdd cet ouvrage le seul ordre
considéré seradrdre lexicographiqueSouvent appelérdre du dictionnairel’ordre lexicogra-

phigue étend un ordre total sur I'alphabhe I'ensemble des mots finks*.

Définition 5. Soientu,v € X* et < un ordre total sur les lettres d& Le motu est lexicogra-
phiquement plus petit que, noté également < v, si une des deux conditions suivantes est

respectée

1. u est un préfixe propre de



2. Il existe un motx € X* ainsi que deux lettres, b € X, a < b tels quera € Pref(u),

xb € Pref(v).

Le fait que les deux ordres soient notés de la méme maniergraine pas de confusion car
I'ordre lexicographique correspond a I'ordre de baseXsuorsqu’on considére des mots de

longueurl. Afin d’alleéger la présentation, on introduit les notascsuivantes :

Notation 2. Etant donné un mot non-vide € %*, on notef (w) = w; la premiére lettre de

etl(w) = wy, sa derniere lettre.

Notation 3. Etant donnér,y € ¥ on note, %, = {w € Xt|f(w) = = eti(w) = y}, I'en-

semble des mots st qui commencent par la lettreet terminent par la lettrg.

Notons que, >, est un langage rationnel car

{27 {y} siz#y
{r}u({z} 5" {z}) siz=y.

Une autre notion fondamentale en combinatoire des mota eshjugaison.
Définition 6. Deux mots finisu et v sur I'alphabet” sont ditconjugiess'il existe z,y € ¥*

tels queu = zy etv = yz. On note la conjugaison = v.

On appelle laclasse de conjugaisate u 'ensemble de tous les motstels queu = v. Notons
gue la conjugaison est une relation d’équivalence sur t&s nui correspond a les voir comme

des mots circulaires. Par exemple, la classe de conjugdisamotw = abbaba est :

{abbaba, bbabaa, babaab, abaabb, baabba, aabbab}.

Il devient alors évident que la classe de conjugaison d’ohune ¥* est toujours entierement

incluse dans I'ensemblgact (w?).



1.2 Periodicité et theoreme de Fine et Wilf

Quand on s’intéresse a la structure d’'un mot, la péritigljoue un réle fondamental. Habituel-
lement, lorsqu’'un mot posseéde une période petite relatant a sa taille, la périodicité est la

premiére propriété structurelle qu’on remarque.

Définition 7. Un entierp > 1 est unepérioded’un motw € X" si pour touti € {1,2,...,n —

P} ON aw; = Wip.

On notePer(w) I'ensemble des périodes de Parmi toutes les périodes d’un mot, la plus
significative est bien entendu la plus petite. On dira d’utieep qu'il est lapériode primitive

du motw Si p = min(Per(w)).

Notons qu'un motw € X" admet une période < n si et seulement si il possede un préfixe de
longueurn — p qui est également un suffixe. C’est-a-dire qu'il existe X" 7 etv, v’ € 3P

tels quew = uwv = v'u.

Le résultat le plus important concernant la périodidiés mots est sans aucun doute le theoreme
de Fine et Wilf (Fine et Wilf, 1965). Il décrit de manieregpise la structure des mots possédant

plusieurs périodes.

Théoreme 1. Si un motw admet deux @riodesp et g et que|w| > p + ¢ — pged(p, ¢) alors

pged(p, q) est aussi unegriode dew.

Voir (Lothaire, 1997) Proposition 1.3.5 pour une preuve deé&sultat et (Giancarlo et Mi-
gnosi, 1994) pour une généralisation bi-dimensionndiditre d’exemple, soitw le mot de
longueur 13 suivant :

w = 0100100100100,

ce mot admet entre autre les périodes 6 et 9. Copamme 6+9—pged(6,9) = 12, le theoreme

de Fine et Wilf assure que admet aussi la période= pged(6,9).

Il est également important de noter que ce théroremeogsmpne borne exacte. C’est-a-dire
qu'’il existe une classe infinie de matsadmettant deux périodegset ¢ avecpged(p,q) = 1

tels quelw| = p + ¢ — 2 mais n"admettant pas la période 1 (voir Section 1.4, Téi@er 3).
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1.3 Mots de Lyndon

Introduits par Lyndon (Lyndon, 1954; Lyndon, 1955), les snde Lyndon jouent un réle
fondamental en combinatoire des mots. Relativement driolexicographique, ils constituent
les représentants canoniques des classes de conjugaisarots primitifsEtant donné un mot

w sur un alphabet ordonr&, on définit les mots de Lyndon de la maniére suivante :

Définition 8. Un motw € X* est deLyndonsi pour tousu,v € ¥+, w = wv implique que

w < vuU.

Il s’agit donc des mots qui sont strictement plus petitsargdment a I'ordre lexicographique)
que tous les autres mots de leur classe de conjugaison. Gmgeenqu’un mot de Lyndon est
forceément primitif puisque sinon il y aurait égalité ava moins un conjugué. Initialement, les
mots de Lyndon furent étudiés pour leur role détermintams le calcul de bases d’algebres de
Lie libres. C’est dans ce contexte que Chen, Fox et Lyndogmmonce le résultat suivant (Chen,

Fox et Lyndon, 1958):

Théoreme 2(Lyndon) Tout motw sur un alphabet ordoré: admet une uniqueatomposition :
w =152k

avecni, na,...,n, > 1 etallesl; forment une suite des mots de Lyndon strictemeataissants

ll>l2>"'>lk.

Voir (Lothaire, 1997) pour une preuve élegante. Notons gette décomposition est unique
mais dépend de la relation d'ordre sur les lettres de latheih Par exemple, le mat =
aabbaaabbbaa se décompose en :

- w = (aabb) - (aaabbd) - (a)? sia < b.

- w = (a)? - (bbaaa) - (bbbaa) Sib < a.
Un algorithme linéaire, et donc optimal, pour calculetedactorisation est du a Fredricksen

et Maiorana (Fredricksen et Maiorana, 1978) qui I'ont ét&bdans un tout autre contexte.

Cet algorithme porte aujourd’hui le nomadgorithme de Duvatar ce dernier fut le premier
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a montrer que cette factorisation se calcule en tempsit@&Duval, 1980; Duval, 1983).
La version présentée ici provient de (Lothaire, 2005)retpde de la maniére suivante : on
commence par calculer le premier terffie de la factorisation en mots de Lyndon décroissants
de fagon a obtenir la factorisation = [7'w’ puis on procéde récursivement sur le mot

jusqu’a ce qu'il soit entierement factorisé.

Algorithme 1 (PremierFacteurDelLyndon)
Entréee :w € A™;
Sortie : (I1,n1);
tre— 1 g2
: Tantque j < n etwl[i] < w[j] faire
Siwl[i] < w[j] alors
1« 1;
sinon
1— 1+ 1;
fin si
Je=J+ 1L
fin Tant que
: retourne (w[l..j —il, [(j — 1)/(j —4)]);

1.4 Mots de Christoffel

© 0 N O Ot s W NN

—
o

Les mots de Christoffel constituent un excellent exemptb@ts mathématiques qui dressent
des ponts entre differents domaines d’études. Intreqaat Christoffel en 1875, ils lient étroi-
tement la combinatoire des mots a I'arithmétique deslgpements en fractions continues,
mais surtout, ce qui est l'intérét du présent ouvragéa géométrie discrete. Voir (Berstel
et al., 2008) pour une présentation compléete de la thates mots de Christoffel. Il existe
plusieurs définitions équivalentes des mots de Chridtdffa premiére provient de I'article ori-
ginal de Christoffel (Christoffel, 1875).
Définition 9. Etant donné,n € N, k < n, deux nombres relativement premierspmet de
Christoffel primitif C,, ;, = wiwows ... w, est défini par :

0 si 1<y,

Ww; =
1 si ri_1> i,
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our; est le reste de la division dék) parn.

Par exemple, si on prend= 17 etk = 5, on obtient les valeurs suivantes :

To ™ T2 T3 T4 T5 Te Ty T8 T9 Tio Tt Ti2 Ti3 Tia Tis5 Tie Ti7

0O 5 10 15 3 8 13 1 6 11 16 4 9 14 2 7 12 0

wp w2 w3 W4 W5 W Wy Wg W9 Wi W11 W12 W13 Wi4 Wis Wie Wit

o o0 o0 1 0 0 1 0 O 0 1 0 0 1 0 0 1

Ainsi, le mot de Christoffel primitif associéra= 17 etk = 7 estC;7 5 = 00010010001001001.

En général on dira qu'un mot est @éristoffels’il s’agit d’'une puissance d’un mot de Christof-
fel primitif. Dans les années 1990, Borel et Laubie ontmetal’étude des mots de Christoffel en
mettant en valeur leur interprétation géométriqueiajoe leurs liens avec les mots de Lyndon
(Borel et Laubie, 1993). Plusieurs auteurs considerenx tigoes de mots de Christoffel : les
positifs et les négatifs. La Définition 9 ne définit en faite les mots de Christoffel positifs et ils
seront les seuls considérés dans cet ouvrage, I'ensatablmots de Christoffel négatifs étant

obtenus en prenant le miroir des positifs.

1.4.1 Interprétation graphique de mots de Christoffel

A chaque mot de Christoffdl’,, ;)™ est associé un chemin dans le réseau carré. Pour ce faire,
on relie par le segmentles points(0,0) et (m(n — k), mk) et on considére I'ensemble des
chemins composés uniquement de pas unitaires vers la @taite pas vers le haut qui partent
de(0,0) et se terminent &n(n — k), mk) en restant toujours en dessous du segraeRarmi

ces chemins, celui qui reste le plus prés de la drdigst le chemin correspondant au mot de
Christoffel (C,, )™ A partir d’un tel chemin on retrouve le mot de Christoffel essaciant &

chaque pas horizontal la lettbest a chaque pas vertical la lettrgtel que l'illustre la Figure 1.1.

Cette représentation graphique introduit la notionpdated’'un mot sur un alphabet a deux

lettres. On peut ainsi redéfinir les mots de Christoffel @mcfion des pentes de leurs préfixes.
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0 0 0

Figure 1.1 Chemin associé au mot de Christoffgl 5 = 00010010001001001001.

Les notations qui suivent proviennent de (Berstel et de LU&®7). Soitp la fonction :

p:{0,1}" — QU {00}
1siw=c¢e,
|wly /|wl|o Siw #
On supposera ici que/0 = oo et on dira de que(w) est lapentedu motw. Ainsi la pente du

mot de Christoffel primitifC,, ;, estp(C,, 1) = k/(n — k).

Pour toute pairev € X1 etk € {1,2,..., |w|} on définit 'ensemble
or(w) = {v € ¥ p(v) < p(w)},

et la mesure

pu(w) = max{p(v)[v € b (w)}.

Formalisant leur interprétation géomeétrique, cettexiame définition des mots de Christoffel

provient de (Borel et Laubie, 1993).

Définition 10. Un motw est de Christoffel si et seulement si pour tbut {1,2,...,|w|} ona
plwiws - wg) = pu(w).

Les mots de Christoffel possedent de nombreuses prégpriemarquables. En particuler, les
quatre suivantes s’avereront particulierement utlles.trois premiéres proviennent de Borel et

Laubie (Borel et Laubie, 1993) et la derniere provient deréiel et de Luca, 1997).
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Propri étée 1. Soiente;, ¢ deux mots de Christoffel etun mot de Christoffel primitif.
(i) cestun motde Lyndon.
(i) ¢1 < co sietseulement gi(c;) < p(c2).

(iii) S'il existe deux entierk, ! > 1 tels quect = ¢, alors
pler) = plez).

(iv) Silc| > 2 alors

¢ = Owl pour un certainw € Palx*).

Notons qu’un mot de Christoffel primitif débute toujourarpa lettre0 et se termine pat, a
I'exception du mob qui est associé a la droite horizontale et le mqui est associé a la droite
verticale. Le mot obtenu en retirant la premiere et la @geniettre d’'un mot de Christoffel
est appelé umot central Ces mots possédent des propriétés combinatoiresesanmes. Le
théoréme suivant, du a Berstel et de Luca (Berstel et dea,L1997), caractérise entierement

les mots de Christoffel en fonction des périodes de leurts entraux.

Théoreme 3. Un mot primitifw € X", n > 2 est de Christoffel si et seulementusi= 0w’1
pour un motw’ posgdant deux @riodesp et ¢ relativement prengres entre elles tels que

lw'|=p+q—2.
Cette caractérisation est particulierement intergssear elle situe les mots de Christoffel pri-
mitifs comme les cas limites de I'application du théoremed=ine et Wilf.

En géométrie discrete, on définit habituellement lestds par une paire d’'inégalités diophan-

tiennes (voir (Reveilles, 1991)).

Définition 11. Trois entiersu, b, ¢ tels quen etb sont relativement premiers définissentiaite

4-connexeD,, ;, . de pente:/b comme étant 'ensemble :
Dape={(z,y) € Z*lc < ax —by < c+ |a| + [b]} .
Parmi les points de la droit®, ; ., ceux qui satisfont 'equationz — by = ¢ sont appelés

points d’appui sugrieurs Un mot de Christoffel de pente/b code justement I'uniqgue chemin

inclus dans la droitd-connexeD,, ;, . qui relie deux points d’appui supérieurs.
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'{,/“‘/ [ .‘/J’//; . . . . . . . .

(Ovéj. ",/“// . . . . . . . . ) . .

Figure 1.2 La droite4-connexeDs 7 _5 = {(z,y) € Z*| — 5 < 3z — Ty < 5} et le chemin

associé au mot de Christoffel de pefA& reliant deux points d’appui supérieurs.

1.4.2 Un algorithme optimal pour détecter les mots de Christoffel

Tester si un mot primitif est de Christoffel se fait en un tsnoi est linéaire en fonction de
la longueur de ce mot. La Définition 9 décrit exactementdwdil a effectuer. La Propriété
1, (iv) permet méme d’accélérer le travail puisqu’elisare que le mot central de tout mot
de Christoffel primitif est un palindrome. Donc, un mot deriGtoffel primitif ¢ de longueur

n > 2, est toujours tel que pour toue {2,3,...,[n/2]} onac; = ¢p—it1.

Algorithme 2 (estChristoffelPrimitif)

Entrée :w e X"

l: k—Jwi;i—1;r—k

2: rejete :==non(w; = 0 etw, = 1)

3 : Tant que non(rejete) eti < [n/2] do
4: d—i+1;7" —r+k modn

5: Sir <’ alors

6: rejete «— non(w; = wy—;4+1 = 0)
7: else

8: rejete < non(w; = wy—;41 = 1)
9: finsi
10: 7o'
11 : fin tant que
12 : retourne non(rejete)
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Notons qu'il est possible de modifier legérement cet dllgare afin d’en obtenir un qui génére
un mot de Christoffel primitif a partir des entietset k. Pour ce faire, il suffit de se débarrasser

de la variablerejete et de remplacer les tests des lignes 2, 6 et 8 par des aftedati

1.5 Mots et geonetrie discrete
1.5.1 Chemins et codage de Freeman

L'interprétation géométrique des mots de Christoffélgentée a la Section 1.4.1 propose un
lien entre les mots et les chemins dans le plan. Le codageadsrfan (Freeman, 1961; Free-
man, 1970) permet de représenter tout chemin composé&ddgraentaires dans le plan discret
Z? comme un mot sur un alphabet & quatre lettres. Ce lien entfgdmeétrie discrete et la com-

binatoire des mots est a l'origine de tous les résultaésentés dans cet ouvrage.

Définition 12. Soitp = (pg,py) € Z? un point du plan discret. Lé-voisinagede p est I'en-

semble

{(z,y) € Z*||ps — 2| + |py — y| = 1} .

Une suite de points voisins deux a deux forme un chemin.

Définition 13. Un 4-cheminest un sous-ensemble ordonné de points du plan di€cret
[(z1,11), (x2,92), ..., (Tn,yn)] tel que le pointz;;1,y;+1) fait partie dud-voisinage du point

(i, y;) pouri =1,2,...,(n—1).

SoitC' un4-chemin débutant au poipte Z2, on construit le motvc sur 'alphabet{0,1,0,1}
lettre par lettre en parcourant decheminC' et en notant dans quelle direction est effectué

chacun des déplacements unitaires.

Un pas vers la droité—) est noté).

Un pas vers la gauche—) est noté).

Un pas vers le hautl) est notél.

Un pas vers le bag)) est notél.
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Figure 1.3Un chemin codé parlemat =110001000001 1.

Ainsi, tout motw sur I'alphabet{0, 1,0, 1} correspond a ud-chemin de sorte que la position
relative du point final de ce chemin par rapport au pointahitorrespond a la somme des pas

unitaires de ce chemin.

Notation 4. Soitw € {0,1,0,1}*, on notew le vecteur :

— —
w = Wy,
1<i<|w|
- -
ou 0 =(1,0), 1T =(0,1), 0 =(—1,0), T = (0,—1)

On dit d’un motw qu’il code un chemirfermé si w = 0.

1.5.2 Polyominos

Les polyominos, introduits par Gardner dans ses cél@atisematical Game&Gardner, 1958),
peuvent étre considérés comme les éléements de baagéerhétrie discrete. lls sont, d’'une cer-
taine maniére, I'eéquivalent discret des ensembles gmeht connexes d’aire finie en géométrie
euclidienne. C'est Golomb (Golomb, 1996) qui utilisa ennpier le motpolyomino pour
désigner ces objets. La notion de chemin dans le plan digermet d’abord d’étendre la notion

familiere de connexité en géométrie euclidienne aun giacret.

Définition 14. Un sous-ensembl§ ¢ Z? est4-connexesi pour toute paire de poinjsq € S,

il existe un4-cheminC = [p1, pa, ..., py) entierement inclus danstel quep = p; etq = py,.
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On peut maintenant définir un polyomino :

Définition 15. Un polyominoP est un sous-ensemble fidiconnexe du plan discré? qui ne

possede pas de trous.

. c|ofeieqe .
o« e o-{-0 Q o]l |0 |o0|e] . .
oo | e 6 9 ° o | o ]
c|lo|eo Oo ° o-{-o-{o0| -

Figure 1.4 Un polyomino avec en gras son bord et en pointillé un chefxdannexe reliant son

point le plus a gauche a son point le plus a droite.

On dit qu’un sous-ensemble fini @ contient un trou si son complément n’est gasonnexe.

Il est agréable de visualiser les ensembles de pointsetiscomme des pixels, c'est-a-dire
des carrés unitaires centrés sur un point a coordonmtire Pour cette raison, on représente
un polyomino par un ensemble de carrés avec un point en &nirec(voir Figure 1.4). On
représente souvent un polyomino en ne tracant qumtd, c’est-a-dire seulement les cotés
extérieurs des carrés unitaires formant le contour dygmoino. Il est important de garder en

téte que seuls les points centraux, élemeriydont réellement partie du polyomino.

Une version moins restrictive de la notion de connexiterdige est |a&8-connexité. Dans ce

cas-ci, on définit I&-voisinage d’'un point de la maniere suivante :

Définition 16. Soitp = (p,,p,) € Z* un point du plan discret. L&-voisinagede p est I'en-

semble

{(z,y) € Z*|maz {|ps — x|,|py — yl} =1} .

Il en découle alors les définitions d’wicheminet de la8-connexié de la méme maniére que

dans le cas précédent. Notons que tout ensembtanexe est égalemesgiconnexe.
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Figure 1.5lllustration de lad-connexité (a gauche) et dedeconnexité (a droite).

1.5.3 Mots de contour

En plus de représenter léschemins par des mots, le codage de Freeman permet égaldenen
coder les polyominos par des mots sur I'alphafgetl, 0,1}. Ceci ouvre la porte a I'étude des
propriétés géométriques des polyominos en obsereagtriicture combinatoire des mots qui

les codent.

Définition 17. Soit P un polyomino et € Z2 — (1/2,1/2) un point sur le bord d®. Le mot
w code lecontourdu polyominoP a partir du poinp si, lorsqu’on translate le polyomiri® par
le vecteurv’ = (1/2,1/2), le chemin codé paw a partir du poinfp + o effectue un parcours

du bord deP en sens horaire.

[
=

[
[}
[}
ol e |o
.
=)

Figure 1.6 Un polyomino dont le mot de contour a partir du pgirgstw = 1010101000.

On dira d’'un motw qu’il s’agit d’'un mot de contours’il code le contour d’'un polyomino.
Comme cette facon d’encoder les polyominos dépend du geidépart choisi, plusieurs mots

de contour codent le méme polyomino.

Notation 5. SoitP un polyomino, on noté(P) 'ensemble des mots de contour Be

Evidemment, si deux mots de contauetv codent le méme polyomino, on a alors ques v.

Ainsi, 'ensembleb(P) correspond a la classe de conjugaison d’'un des mots deurale®.
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Etant donné un polyominP, on peut s'intéresser au mot codant une partie de son bord.

Notation 6. Soit P un polyomino et,b € Z2 — (1/2,1/2) deux points distincts situés sur le

bord deP. On noteP[a..b] le mot codant la partie du bord dallant dea &b en sens horaire.

Bien entendu, pour toute paire de point$ sur le bord d’un polyomin@, P[a..b] - P[b..a] €

b(P), comme ['illustre la figure ci-dessous.

“ p -
|-l Un polyominoP dont le bord est codé par
il Bl e w = 101011010101101011010101 € b(P),
* Pla..b] = 1010110101,
Adele]e T
= . P[b..a] = 01101011010101.

Un bel exemple de propriété géométrique se traduisantpe propriété combinatoire sur les
mots de contour est maintenant présentée. Daurat et ({zairat et Nivat, 2003) ont étudié

le nombre de coinsaillants et rentrantsd’un polyomino et ont établi que le nombre de coins
saillants est toujours égal au nombre de coins rentraosqiatre. Brlek, Labelle et Lacasse
ont montré (Brlek, Labelle et Lacasse, 2005; Brlek, Labell Lacasse, 2006) que ce résultat

peut étre obtenu combinatoirement comme suit. Soient
G ={01,10,01, 10},
D ={01,10,01,10},

respectivement I'ensemble des virages a gauche et degsigadroite. Par abus de notation,
on noteraw|g (respectivemenfw|p) le nombre de virages a gauche (resp. a droite) effectués
lors du parcours du chemin codé parPour des raisons pratiques, on défikita fonction qui

compte la difféerence entre le nombre de virages a gaudeeneimbre de virages a droite par

Aw) = |wlg — [w]p.

La fonction A estadditiveau sens ou

A(uv) = A(u) + A(l(u) - f(v)) + A(v).
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Lorsque le motw code un chemin fermé, il y a possiblement un virage suppiéaire a la fin
du chemin. C’est pourquoi on définit la spécialisationvante de la fonction\ aux chemins

fermés

On remarque que la fonctiofyc est invariante par conjugaison du mot.

Propri été 2(Brlek, Labelle et LacasseBoitw € ¥* un mot codant un chemin feéngqui ne se
croise pas sur la grille cae, alorsA¢(w) = 4 pour un parcours effec&ien sens anti-horaire

etAc¢(w) = —4 pour un parcours en sens horaire.

Notons que cette propriété s’applique a une classe de phat générale que ceux qui codent le

bord des polyominos.

On peut maintenant donner une condition nécessaire esautffi pour qu’'un mot soit un mot

de contour.

Propriéte 3. Un motw € {0,1,0,1}* est un mot de contour si et seulement si les conditions
suivantes sontarifiees :
() Ac(w) = —4;

(i) Pour toutu € Fact(w), onaw = 0 < ue {e,w}.

Preuve.Soit w un mot de contour. La Proposition 2 assure que la conditioasti respectée.
Puisquew code le bord d’'un polyomino, il ne passe jamais deux fois ammpoint et donc il

ne contient aucun facteur propue# ¢ tel quew = 0 d'oul la condition (ii).

Inversement, la condition (ii) assure que le chemin est&etme se croise pas, tandis que la

condition (i) assure que le parcours est fait en sens horaire [

En particulier, un facteur de la form ot a € {0, 1,0, 1} ne peut jamais faire partie d’'un mot

de contour.
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1.5.4 Ogerations sur les mots de contour

Le codage de Freeman relie directement la structure d’uramnopropriétés geéométriques de

la figure gu’il code. Il est donc naturel de se poser la questiovante :

“SoitP un polyomino etv € b(P), étant don@ une fonction
Qb : {07 lvﬁvT}* - {07 1767T}*7
que peut-on dire du chemin dagar ¢(w) ?”

Considérons tout d'abord le morphismeléfini par

0:{0,1,0,1}* — {0,1,0,1}*
o(0) = o(0)=1
o(l)=0 o(1)=0

Proposition 1. SoitP un polyomino et € b(P), le moto(w) € b(Q) ot Q est 'image deP

par une rotation der /2.

Ce morphisme ainsi que cette interprétation géomédrgpnt présentés dans (Brlek, Labelle
et Lacasse, 2005; Brlek, Labelle et Lacasse, 2006). Cermid maintenant I'opératetmui

remplace chaque lettre par son barré et vice-versa. @eatapir correspond a une rotation de
7 puisque pour toute lettre € {0,1,0,1}, 'image dea obtenue en appliquant deux fois le

morphismer esto?(a) = .

Par exemple, considérons le mot de contour suivant airesisqn image par applications suc-

cessives du morphise:

w=101010010000,

o(w) =01010110T11T,

Les polyominos codés par, o(w), o2 (w) eto?(w) sont représentés a la Figure 1.7.

On s'intéresse maintenant a l'interprétation géaigée de I'opérateur qui a un mot lui asso-

cie son miroir.
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w o (W) o (W) o (w)

et son image par I'application du morphisme

Proposition 2. SoitP un polyomino e) son image par une rotation de Siw € b(P), alors

le chemin coé par w code le bord d& mais parcouru en sens anti-horaire.

W

On introduit finalement pour usage ultérieur I'opératéus ~o ~. Cet anti-morphisme joue un
role fondamental dans la détection des polyominos exaaibleme étudié en détail au Chapitre
4,

Proposition 3. Soit P un polyomino etw € b(P), le chemin cod parw code le bord deP

mais parcouru en sens anti-horaire.

En reprenant le méme exemple, le mot= 000010010101 code le chemin suivant :
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Figure 1.9 Chemin codé path = 000010010101.

1.6 Arbres suffixes

En informatique, il est classique de représenter un lamdjagpar un arbre dont les arétes sont
étiquetées par des mots. Dans cet arbre, la concatéragm étiquettes des arétes formant un
chemin de la racine a une feuille donne un des mots du langisaybre des suffixed’'un mot

w est un cas particulier ou 'ensemble de mots considéréoasé des suffixes du mat. La
présente section a pour but d’exposer la structure dessashiffixes, voir (Gusfield, 1997) pour
une explication détaillée de leur construction ainsi tpgs principales applications. L'arbre
des suffixes d’'un mot en expose toute sa structure internenstittie un outil algorithmique

majeur pour le traitement des chaines de caracteresApastolico, 1985).

Définition 18. L arbre des suffixesl d’'un motw € X" est un arbre possédant les caractéris-

tiques suivantes :

— Il possede exactementfeuilles étiquetées dean.

— Chaque noeud interne, a I'exception possible de la rapm&sede au moins deux fils.

— Chaque aréte est étiquetée par un facteur non-vide de

— Il ne peut y avoir deux arétes partant d'un méme noeud denétiquettes ont un méme
préfixe non-vide.

— La concaténation des étiquettes des arétes reliardciaer a la feuille; forme le suffixe

Le premier résultat théorigue important relatif aux agdes suffixes provient de Weiner (Wei-
ner, 1973) qui appelait ces structures aelsres de positionsDans son article de 1973, il

a montré comment les construire en un temps linéaire eatitomde la longueur du mot
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Figure 1.10Larbres des suffixes du mé0100101$.

considéré. Quelques années plus tard, McCreight (MgBte 1976) proposa une méthode
plus simple et plus efficace pour construire I'arbre des»agfd’'un mot, mais le tout demeure
relativement complexe n'attirant que peu d’intérét sgrdrbres suffixes. Il faudra attendre pres
de 20 ans pour qu’Ukkonen (Ukkonen, 1995) élabore un dlgog permettant la construc-
tion en-lignede 'arbre des suffixes. Cette derniere méthode est sigtiifement plus simple
que les précédentes et tout aussi efficace quant a la egit@ptemporelle. Voir (Giegerich et

Kurtz, 1997) pour une comparaison détaillee de ces tig@ighmes.

Afin de satisfaire la définition de I'arbre des suffixes, aoué¢ un caractére spécial, en général
$, alafin des mots considérés. Ce caractere ne se retriounite part ailleurs dans le mot assure
que tous les suffixes terminent a une feuille de I'arbre.gt@#rons I'exemple de la Figure 1.10,

sans le caracteia la fin du mot, les suffixe®, 01 et010 termineraient sur des noeuds internes

de l'arbre.

1.6.1 Recherche du plus bas amtre commun en temps constant

La recherche du plus bas ancétre commun est un problénieénpatr I'affirmation naive sui-

vante :

“Tout facteur d’un mot est le pfixe d'un suffixé.
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Considérons les suffixes = wli..n] ets; = w[j..n] aveci # j du motw € X. Soitu le plus
long préfixe commun &; et s, il existe alors deux lettres distinctesb € ¥ etv, v’ € ¥* tels

ques; = uav ets; = ubv'.

Figure 1.11Les chemins reliant la racine d’un arbre des suffixes autdsuiet ;.

Commme lillustre la Figure 1.11, le chemin allant de la ngcau plus bas ancétre commun de
deux feuilles code exactement le plus long préfixe commoesadeux suffixes. On remarque
encore une fois que la présence d'un caractere spétadiradu mot assure qu'aucun suffixe
n'est préfixe d’'un autre suffixe. Par exemple, dans l'arbostré a la Figure 1.10, le plus bas
ancétre commun aux feuilles et 5 code le facteub10 ce qui est bien le plus long préfixe

commun aux suffixes[2..n] = 0100101$ etw][5..n] = 01018.

Définition 19. Etant donné un mab € "-{$} eti, j € {1,2,...,n}, laplus longue extension

dei etj est la longueur du plus long préfixe commun aux suffix@s.n] etw]j..n].

Une solution naive au calcul de la plus longue extensiorsistma comparer les lettres des
deux suffixes une par une jusgu’a ce qu’une differencecswistatée. Cette méthode pouvant
nécessiter un temps de traitement@m) est amplement satisfaisante si on veut calculer un
nombre limité d'extensions. Il existe par contre des sohg algorithmiques qui permettent,
apres un prétraitement nécessitant un temp8r), de calculer de telles extensions en temps

constant.
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Développé initialement par Harel et Tarjan (Harel et 3ayj1984) puis simplifiee par Schieber
et Vishkin (Schieber et Vishkin, 1988), la recherche du fdas ancétre commun en temps
constant est un résultat algorithmique remarquablealjisd’un outil puissant permettant de
traiter de nombreux problemes relatifs a la détectiom&etitions dans les mots. On trouve
dans (Gusfield, 1997) une présentation détaillée delgetitme et nous en donnons une
application qui nous sera utile par la suite : le calcul ddua ppngue extension commune dans

deux mots.

1.6.2 Plus longue extension commune

Le probleme du calcul de la plus longue extention se trasespaturellement au calcul d’exten-
sions commune de deux mots. En effet, étant donné deuxmots, € X et deux symboles
extérieurs a l'alphabet, # ¢ X, l'utilisation de la recherche en temps constant du plus bas
ancétre commun dans l'arbre des suffixes du mot w;#ws$ calcule directement la plus

longue extension commune aux deux mots.

Définition 20. Etant donné une positiondans le motw; et une positionj dans le motw,, la
plus longue extension commuéeroite, noteePLECD (w1, wa, 1, j), est le plus grand entidr
tel quews[i..i + k — 1] = wslj..7 + k — 1]. On définit similairement lalus longue extension

commune gauchenoteePLECG (wy, w2, 7, ).

Par exemple, étant donné les mots :

w; = 000111001

0010101010,
0110101011.

wpy = 10100111

On aPLECD (w1, ws, 6,8) = 4 et PLECG (w1, ws, 6,8) = 5.

Théeoreme 4. Apres un pétraitement en temps Baire, le calcul de la plus longue extension

commune deux mots peldtre effectée en temps constant.

Ce résultat constitue le point de départ des algorithneegl&ection des polyominos exacts

présentés au Chapitre 4.



Chapitre I

CHEMINS AUTO -EVITANTS

2.1 Introduction

La notion dechemin autcévitant c’est-a-dire un chemin qui ne passe pas deux fois au méme
point, vient naturellement lorsqu’on considére le coddg&reeman. Algorithmiquement, “tra-
cer” le chemin codé nécessite un espace mémoire beaticqugrand. En effet, une maniéere
naive de résoudre ce probleme serait d’utiliser uneicgatreuse initialisée avec degpartout

et litteralement tracer le chemin codé en écrivant ddans les cases visitées tout au long du
parcours. Malheureusement, une telle approche nécéssitalisation d’'une matrice dont la

taille est quadratique en fonction de la longueur du motyeséal

Une autre méthode consiste a utiliser une structure de&imndans laquelle seront rangées les
coordonnées des points visités. Pour chaque point duinh@dé panw, il suffit donc de tester

si ce point est déja présent dans la structure et de tajaiil n'y est pas. Lutilisation d’'une
structure arborescente auto-équilibrante, arborescAut par exemple, fournit un algorithme
enO(nlogn). Lutilisation d’'une table de hachage assure un tempsiieéen moyenne mais
O(nlogn) au pire cas. Ceci est insatisfaisant d’autant plus que les gdeochains chapitres
présentent des algorithmes linéaires en fonction derdgueur d’'un mot de contour permet-
tant de déterminer des propriétés géométriques daipomino. De tels outils s’averent peu
intéressants en I'absence d'un algorithme linéaire mi@terminer si un mot quelconque sur
I'alphabet{0, 1,0, 1} code un chemin auto-évitant car tester si un mot code le tfardpoly-

omino se ramene a veérifier s'il passe deux fois par le mgaoir.
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Le présent chapitre vient alors remplir ce vide algoritte en proposant un algorithme linéaire,
donc optimal, permettant de tester si un chemin donné pasuite de pas élémentaires passe

deux fois au méme point.

Avant de commencer, il est important de noter qu’en générsgu’on analyse la complexité
temporelle d’'un algorithme, on suppose quedettsnombres se manipulent en temps constant.
Parpetitson entend les nombres dont la taille est dér$g n). L'algorithme présenté ici ne
nécessite pas cette hypothése et reste linéaire manum snodele de machine plus restrictif.
Pour y parvenir, on utilise une structure arborescente ldsmoeuds représentent des points du
plan mais on ne stocke jamais leurs coordonnées. La steudéul’arbre a elle seule encode les
coordonnées de chacun des points et permet d’'assureréeecmie de la structure de sorte que

si le chemin codé passe deux fois par le méme point, un neenadalors visité deux fois.

. . 'Y . . . [ Y . . .

(@) (b)

Figure 2.1 (a) Chemin auto-évitant codé pei1110110101101. (b) Chemin qui se croise codé
par0110001011.

2.2 Structure de donrees

Dans un premier temps, on supposera que le chemin coagdétél que si son point de départ
est situé a I'origin€0, 0), alors tous les points du chemin sont situés dans le preqnarant.

Définissons d'abord la notion de voisins dans le premiedprd.

Définition 21. Pour chaquex € {0,1,0,1}, le a-voisin d’un point (z,y) € N? est le point
(z',y') € N tel que(a’,y’) = (z + o,y + ). Lesvoisinsd’'un point sont les élements de

I'ensemble des-voisins pour tous leg € 3.

Notons que chaque point possede exactement quatre vaigiesception du point0,0) qui
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n’en possede que deux ((0,1) et (1,0)) et les points de fadér, 0) et (0, y) pourz,y > 1 qui

n'admettent que trois voisins.

L'ideée de cet algorithme est de batir un graphe de typeragoent dont les noeuds représentent
des points du plan. Chacun de ces points peut avoir deux @asibles visité ou non-visié.

En lisant le motw = wyws - - - w,, de gauche a droite, on crée un nouveau noeud pour chaque
lettre lue de maniere a ce que le noeud créé apres avtarléttrew; correspond au point du
plan m Chacun de ces points est alors marqué comme visité et,shie si a un certain
moment un point est visité deux fois, c’est que le chemistrpas auto-évitant et I'algorithme

s'arréte.

On définit le graph&; = (IV, R, V) ou N est un ensemble de noeuds associés aux points du
plan, on appellera le noeyd, y) le noeud représentant le point de coordonr{éeg). Notons

que ces étiguettes sont virtuelles puisqu’il est inutilestrire cette information dans le noeud.

R etV sont quant & eux deux ensembles distincts d’arétes édentes arétes de I'ensemble
R donnent une structure dguadtreealors que les arétes dé relient les paires de noeuds

représentant deux points voisins.

2.2.1 Radix-tree quaternaire

Le sous-graph¢N, R) forme un radix-tree dont la racine est le no€0d0) et chaque noeud
(a I'exception de la racine) peut avoir jusqu’a quatre;fiss arétes menant aux enfants d’'un
noeud sont étiquetées par des paires dans I'enseftible), (0, 1), (1,0), (1,1)}. On définit la

hauteurde G comme étant la hauteur de l'arbf®, R).

Si l'aréte reliant le noeudz, y) a son fils possede l'étiquette,, ¢, ), alors le fils représente
le point (2 + €,,2y + &). Evidemment, la racine posséde au maximum trois fils puister

aréte étiquetée pad, 0) partant de la racine devrait revenir sur elle-méme.

On remarque que chaque couple y) d’entiers positifs peut étre représenté exactement une
seule fois dans un tel arbre. De plus, lorsqu’on écrit leslme@sz: ety en base 2, en ajoutant
des zéros devant I'écriture du plus court de manieretanibdes mots de méme longueur, la

séquence de couples de bits obtenus en lisant simultani@eedeux mots (d’'abord la premiére
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(5.1)

Figure 2.2Un radix-tree et le chemin allant de la racine au p¢intl) = (1013, 0012).

lettre de chacun des deux mots, puis la deuxieme, et airsiit) correspond exactement aux

étiquettes de I'unique chemin menant de la racine au ngeug.

2.2.2 Liens de voisinage

A cette structure on ajoute ce que nous appelondides de voisinageChacune des arétes
de I'ensemblel” est étiquetée par une des quatres translations élamentde I'ensemble
{(0,1),(0,-1),(1,0),(—1,0)} de maniere a ce qu’'une aréte portant I'étiquétig ¢, ) part

du noeud(z, y) et termine au noeut + ¢,y + &y).

2.3 Le principe de base

Lorsqu’on additionnel a un nombre écrit en bage il y a deux possibilités : soit ce nombre
se termine par uf et il suffit de le changer en 1, soit ce nombre se termine pasuite del
précédée d’'un 0 et il faut changer ces 1 en 0 et le 0 en 1. @&gsus requiert donc un nombre

d’étape proportionnel a la longueur de la séquence de 1.

Supposons maintenant qu’on souhaite additionner 1 a uftbr@mpairz mais que I'on con-
naisse déja le résultat d& | + 1. Il suffit alors d’ajouter urd a I'écriture en base de | £ | + 1

pour obtenir le nombre + 1.
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ )

[ ] [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ ]
niveau 3

[ ] [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ ]

[ ] [ ) o o [ ) o ® [ ) o

[ ) [ ) [ ]
niveau 2

[ ) [ ) [ ]
niveau 1 ° ° L4
niveau 0 o o °

Figure 2.3Le point(2, 1) avec ses 4 fils (lignes pleines) et ses 4 voisins (flechesetn)tiLes
zones grises regroupent les fils d’'un méme noeud et lesif@srgeparent les differents niveaux

de l'arbre.
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Figure 2.4Le noeud(2, 1) et ses quatres liens de voisinages.

Limitons nous pour I'instant au cas unidimensionnel et sgpps qu’on ait un radix-tree conte-
nant des nombres écrits en base 2 ainsi que des liens vesstasins (ici un noeud peut avoir
deux voisins, un voisin "+1” et un voisin "-1"). Soit un noeud représentant le nombre impair

x dont I'écriture binaire est = a0 11... 1, on peut passer au noeutireprésentant le nombre
) L, k fois
x + 1 en suivant les trois étapes suivantes :
1. Remonter au pere de(ce noeud représente le nomﬂg@).
2. Suivre le lien vers son voisin "+1”".

3. Descendre a son fils en suivant I'aréte d’'étiquette O.

X+1

Figure 2.5Le cas unidimensionnel avec un nombre impair
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2.3.1 Applicationa notre structure

Dans le probleme que nous considérons, chacune des duatstations éléementaire9, 1),
(1,0), (0,—1) et (—1,0) laisse une des deux coordonnées inchangée. On va dowtueffe
le traitement décrit préecédemment sur la coordonnégifiee et mémoriser le dernier bit de la
coordonnée inchangée. Ainsi, pour effectuer la traiwsidt, 0) & partir du noeud représentant

le point (z, y) dont I'écriture binaire estn011... 1, fv) on fera:
k fois
1. Remonter au pere de

2. Suivre le lien de voisinage (1,0).

3. Descendre a son fils en suivant I'aréte d’étiquéite).

(0100..0 )

k-4 fois

(a011...1 Bu) (a100...0 Bu)

K fois k fois

Figure 2.6 Le cas bidimensionnel avec un radix-tree.

Dans le cas ou le lien reliant le pére a son voisin n'a gascénstruit, il suffit de répéter le

processus récursivement.

2.3.2 Exemple

Au début de I'algorithme, le graphe ne contient qu'un seahset visité, soit la racin€, 0).
On ajoute immédiatement ces deux fils et voisins, les somfiet) et (1,0). On appelle le

graphe initialg..

En liant ainsi la racine a ses deux voisins, notons que lmeat’en possede que deux, on
s’assure que lorsqu’on remonte I'arbre de maniére reaimn finit toujours par arriver a un

noeud relié a ses voisins. Supposons maintenant qu'erdisnotw = 0011, on débute par
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— > Ensembl&R.

***** > Ensemble/.

Noeuds visités

Noeuds non-visités

0,1) (1,0)

Figure 2.7 Le graphe initialg..

la lettrew; = 0 correspondant a la translatigh, 0). En partant de la racine, il sufit de suivre
le lien de voisinage étiqueté par, 0) pour arriver au sommetl, 0) et de marquer ce dernier
comme visité. On appelle ce nouveau graghe

_ (O,O),

(0,1) (1,0)

Figure 2.8Le graphej, obtenu apres la lecture de la lettre O.

On passe ensuite a la deuxieme lettre = 0 correspondant encore une fois a la translation
(1,0). Il est important de se rappeler que les étiquettes ne sminscrites dans les noeuds
et qu'aucun compteur ne calcule les coordonnées du pomgidére, les coordonnées sont
données implicitement par la structure de I'arbre. Aipsiur effectuer la translatiofl, 0) a
partir du sommet1,0), il faut :

1. Remonter au pere dé, 0) soit la racing(0, 0).

2. Suivre son lien de voisinage étiqueté par0). On retourne ainsi sur le noeyd, 0).

3. Puisque le noeu(l, 0) ne possede pas de fils dont I'aréte est étiquetéé(pay, on le

crée. Il s'agit du noeud?, 0).

4. On ajoute un lien de voisinage débutarit 20), terminant &2, 0) et d’étiquette(1, 0).
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5. On marque le sommé¢2, 0) comme visité.
(0,0)

(2,0)

Figure 2.9Le graph&jyg.

On lit ensuite la lettravs = 1 correspondant a la translati@fi, 1). On remonte au pére du
sommet(2, 0). Puisque 'aréte (de 'ensembl®) reliant le noeud?2, 0) & son per¢1, 0) possede
I'étiquette (0, 0) on sait que la coordonnée grdu noeud(2, 0) est un nombre pair et donc que
son translaté dé, 1) possede le méme peére. Il suffit de créer ce nouveau ndelidjeuter le
lien de voisinage entrg, 0) et (2, 1).

(0,0)

B,
2,1) (20

Figure 2.10Le graph&Gyo; .

Finalement, on lit la lettrev; = 1 correspondant a la translati@f, 1). Cette fois-ci il faudra

effectuer une récursion sur le pére du som(Ret).

1. Onremonte au pére @&, 1) : le noeud(1, 0).
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2. Comme il ne possede pas de lien de voisinage étique{®pa on monte a son pere : la
racine(0,0).

3. Laréte reliant(1,0) a (0,0) possede l'étiquettél, 0), le (1,0)-voisin du noeud1,0)

possede donc le méme pére que lui.

4. On crée le noeud non-visité, 1) et on I'ajoute comme fils du noeuyd, 0) avec une aréte
d'étiquette(1, 1).

5. On ajoute le lien de voisinage débutarit 80), terminant &1, 1) et d’étiquette(0, 1).

6. On crée le noeu(®, 2) et on I'ajoute comme fils du noeud, 1) avec une aréte étiquetée
par(0,0).

7. On ajoute le lien de voisinage débutariRal ), terminant &2, 2) et d’étiquette(0, 1).

8. On marque le noeu@, 2) comme visité.

y

4 NWZEEE

. N T
2,2) (2,1) (2,0)

Figure 2.11Le graphe&Goo11.-

2.4 Algorithme

Etant donné un mat € {0,1,0,T}* etune lettrex € {0, 1,0, 1}, I'algorithme suivant construit

le grapheg,, en lisant les lettres de une a une.

Algorithme 3 (lireMot).
Entrée :w € {0,1,0,1}*

0: G« G.; n <« racine deg;
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: Pouridel a|w| faire
o Wi
n’ « trouver\oisin(g, n, «);
Sin/ est visitéalors

1
2
3
4
5: Le motw n’est pas auto-évitant.
6 fin si

7: Marquer n’ visité

8 n«—n';

9 : fin pour

10 : Le motw est auto-évitant.

L'algorithmetrouverVoisinse charge de trouver, et créer au besoin, le voisin d’'undhoeu

Algorithme 4 (trouver\Voisin)
Entrée:G = (N,R,V); neN; ae€{0,1,0,1};
: Sin possede un lien de voisinage d'étiquettalors
n' « le a-voisin den;
: sinon
p «— le pere den;

1
2
3
4
5: Sile a-voisin den est lui aussi fils de alors
6 P —p;

7 sinon

8 p’ « trouver\Voising, p, a);

9 finsi

10: n' « le fils dep’ correspondant an-voisin den ; (Il faut possiblement le créer)
11: Ajouter un lien de voisinage d’étiquette,, o) den an’.

12 : fin si

13 : retourner n’;

La récursion (ligne 8) détermine la complexité de cebathme puisque tous les autres tests
et affectations s'effectuent en temps constant. On rengaggalement qu’aprés I'exécution de
cet algorithme, le noeud et sona-voisin n’ sont forcément reliés par un lien de voisinage

d'étiquette(a,, ay).
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2.5 Analyse de la complex

La clé de I'analyse de cet algorithme se trouve dans le ta#pges un appel récursif (ligne 8
de I'Algorithme 4) sur un noeug, il y aura forcément eu I'ajout d’'un lien de voisinage entre
un des fils dep et un autre noeud qui n'est pas un de ses fils. Comme un noesédeau
maximun quatre fils et que chacun d’eux posséde au plus dasxs qui n'ont pas le méme
pere, le nombre d’'appels récursifs effectués sur le tipeast borné par 8. Il ne reste plus qu'a
déterminer le nombre de noeuds construits lors de I'di@tule cet algorithme est linéaire en

fonction de la longueur du mad.

Premierement, remarquons que pour chaque lettre lue, esdnest marqué commuasité. Le
nombre de noeuds visités est donc égal a la longeur dusméfin d’apposer une borne sur le

nombre de noeuds non-visités, définissons la fonction :

Définition 22. Etant donné un graph@, = (N, R,V) etun sous-ensemble C N, on définit

la fonction P :

P(M) = {n € N |n estle pere d’au moins un des noeuds\dé.
Soit i la hauteur deg,,, on a évidemment quB”™ () est 'ensemble contenant uniquement la
racine dej,,.
Lemme 1. SoitM C N une suite de cing sommets voisins daweux alorg P(M)| < 4.
Preuve.Comme l'illustre la Figure 2.3, 'ensemble des fils d’'un ndelonné forme un carré de

dimension2 x 2. Si on considere cing points voisins deux a deux, il y enreéiment au moins

une paire qui ont le méme pere, d’ou la boffg¢M )| < 4. ]
On peut ainsi borner le nombre total de noeuds.
Lemme 2. Etant doni@ un motw € {0,1,0,1}" et son graphé&j,, = (N, R, V), le nombre de

noeuds dan$V est linrcaire en fonction de.

Preuve.Soit N, 'ensemble des sommets visités Neet /i la hauteur de&j,,. On a alors que

N= ] PV
0<i<h
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et donc que

IN|< > PV (2.1)

0<i<h

Par construction, I'ensembl®, forme une chaine de noeuds voisins deux a deux puisgu’ils
correspondent aux points visités lors du parcours du aineadé paiwv. Ainsi, on peut appliquer

le lemme précédent en coupant ce chemin en blocs de lon§u€un obtient alors :

N,J] 4
. ] < 21N+ 4). (2.2)

P <4 |

Etant donné que deux noeuds voisins peuvent soit partageine pére soit avoir des péres

qui sont eux-aussi voisins, I'argument précédent peatdppliqué aux ensembles
P(N,), P2(N,),..., P"(Ny).

Ainsi, en appliquant I'équation 2.2 a I'eéquation 2.1, meut borner la cardinalité d¥ :

IN[< Y PN
0<i<h
4\ " 4\’
< i i
<Y | (5) e 2 (5) 4
0<i<h 0<5<s
1 1
sle|<1_é>+4 > (1_é>
5 0<i<h 5
< 5|N,| + 20h

Puisque la hauteur de I'arbre correspond a la longueuré&teitlire binaire des coordonnées

associées a un des noeutls; O(logn) etdonc|N| € O(n). ]

Notons que pour simplifier la présentation, la constanténdarité obtenue ici est largement
supérieure a la réalité. Le but recherché n’étantgaffectuer une analyse fine mais unique-

ment de prouver la linéarité de I'algorithme.
Corollaire 1. Etant done un motw € {0,1,0,T}", determiner si le chemin cédparw passe

deux fois par le lme point esté&cidable er©(n). De plus, cette borne est optimale.

Preuve Notons tout d’abord qu€(n) constitue une borne inférieure pour ce probleme puisque

chacune des lettres du motdoit étre lue au moins une fois.
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Il ne reste plus qu'a montrer comment adapter la soluti@semtée precédemment afin d'étre

en mesure d’enlever la condition stipulant que si le cheroirsicléré débute ef), 0), alors il

demeure dans le premier quadrant. Pour ce faire, il suffilider simultanément quatre graphes

1

0

0

1
—+—0

1

J

1
—+—0

1

4

1

Figure 2.12Permutations des translations élémentaires assariéescune des lettres en fonc-

tion du quadrant considéré.

2 1
o
S

3 4

1]

.

Figure 2.13Un chemin dans le plan et sa représentation en quatre aqusdra

G1,G2,Gs, G4, un pour chacun des quadrants du plan et on lie virtuelletesnoeudshard-

codg correspondant a des points présents dans plus d’'un aptadsinsi, I'origine (0, 0) sera
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représentée dans les quatres graphes, les points denla(fer0) avecr > 0 seront représentés
dans le graphég; etG,. De plus, comme le pére d'un tel noeud est lui aussi de lad@inD), il
est également présent dans les deux arbres. La coh&teestructure finale est donc assurée.

2.6 Chemins autoévitants et mots de contour

On s’intéresse maintenant a déterminer si un mat {0,1,0,1}* est un mot de contour. La
(

,1
Propriété 3 indique qu'il suffit de tester premieremene dy¢(w) = —4 et deuxiemement que
le motw[l..n — 1] code un chemin auto-évitant alors que le motode un chemin qui se

termine au point ou il a commence.

Corollaire 2. Etant don@ un motw € {0,1,0,1}", déterminer siw est un mot de contour est
décidable er(n).

Preuve.L’algorithme présenté dans le présent chapitre perreetedter en temps linéaire si
un chemin est auto-évitant. Il suffit donc de tester le mdt.n — 1] et de vérifier que le pas
associé a la lettre,, fait terminer le chemin la ou il a commencé c’est-a-dirkorigine (0, 0).
Tout au long de l'algorithme, le mat est lu lettre par lettre, on peut donc en profiter pour
compter le nombre de virages a droite et le nombre de viraggsiche afin de déterminer si
Ac(w) = —4. ]

Siun motw est tel quav[1..n — 1] code un chemin auto-évitant; = 0 mais qued¢(w) = 4,
alorsw code bien le bord d’'un polyomino mais le parcours est effedans le sens anti-horaire.
Le motw n’est donc pas un mot de contour maigst en un. La fonctiod\¢ joue ainsi le role

d’'indicateur du sens de parcours.



Chapitre I

CONVEXIT E DISCRETE

3.1 Introduction

La convexité est une notion géométrique fondamentaterditement d’'image, on décompose

souvent une image en un ensemble de formes géométrigonesxes.

Les travaux présentés dans le cadre de ce chapitre @ataliine observation de Christophe
Reutenauer qui avait considéré les chemins qui approximérieurement une fonction con-
cave. Il avait alors remarqué que si un motode un tel chemin, alors la factorisation«en
mots de Lyndon décroissants est composée uniguementdedmChristoffel. Par exemple, la
Figure 3.1 illustre I'approximation discréte infériewe la fonction concavé(z) = 2./« pour

z allant de0 a 10.

Le chemin ainsi formé est codé par le mot
w=0110010100010010.
La factorisation dev en mots de Lyndon décroissants est :
w=(011)-(00101)-(0001001) - (0),

et on a bien quéon1, 00101, 0001001 et 0 sont des mots de Christoffel.

A partir de cette observation, on élabore une conditiotegsgaire et suffisante qui caractérise
la convexité discréte d’'un polyomino. Un algorithmeelaire, donc optimal, pour tester la

convexité discréte en est ensuite deduit. Habituelidnue telles propriétés géométriques sont
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Figure 3.1approximation discrete inférieure de la fonction corcéir) = 2+/x.

testées par des méthodes arithmétiques. L'algorithem®ebled-Rennesson et Al. (Debled-
Rennesson, Rémy et Rouyer-Degli, 2003), basé sur lanaissance des segments maximaux
de droites discrétes en est un bon exemple. Celui pesergé démarque en privilegiant I'uti-

lisation d’arguments combinatoires.

Finalement, on s’intéresse au calcul de I'enveloppe candéun polyomino. Le calcul de I'en-
veloppe convexe d'un ensemble de points discrets estétiggiuis longtemps et de nombreux
algorithmes linéaires sont aujourd’hui connus. Le prerag celui de McCallum et Avis (Mc-
Callum et Avis, 1979)A la fin de ce chapitre, on présente un algorithme, lui airssalre, pour
calculer I'enveloppe convexe d’'un polyomino dit-convexe. Cet algorithme tire son intérét du

fait qu’il est basé sur des résultats issus de combireati#s mots datant des années 1950.

Avant d'aller plus loin, il faut préciser ce qu'on entendr ganvexié discete En géométrie

euclidienne, la notion intuitive de convexité s'exprimeld maniére suivante :

Définition 23. Une régionR du plan euclidien estonvexesi pour toute paire de poinis , p-

de cette région, le segment de droite qui rplié p, appartient aR.

Puisque l'intersection de deux ensembles convexes eséxenN s’ensuit une définition toute

aussi intuitive de I'enveloppe convexe :



45

Figure 3.2 Deux régions d&R?. Celle de gauche est convexe alors que celle de droite rte I'es

pas.

Définition 24. L’ enveloppe convexune régionR du plan euclidien est I'intersection de toutes

les régions convexes qui contienndtt

Ces définitions ne peuvent étre appliquées directemdatgéométrie discrete. Une premiere
approche consiste a considérer les polyominos dans feeulalidienR? comme une union

de carrés unitaires, appelés pixels. Cette facon de fa@st guere satisfaisante car les seuls
polyominos qui satisfont une telle définition de la conté&xsont les rectangles orientés dans le

méme sens que les axes (voir Figure 3.3).

Rl
p/ [ ] [ ]

Figure 3.3 Mauvaise définition de la convexité discrete.

Il'y a donc un travail non-trivial nécessaire afin de traeda notion de convexité au monde
discret. Une premiere définition de la convexité basdasdiscrétisation d'objets continus est

due a Minsky et Papert (Minsky et Papert, 1969) et SklanSkjafisky, 1970).

Définition 25. Un sous-ensembl& du plan discreZ? estdigitalement convexgil correspond
ala discrétisation de Gauss d’'un sous-ensemble corveleR?. C'est-a-dire S = Conv(R)N

72.

Contrairement a la version euclidienne, cette définitienconvexité discrete n'implique pas

la connexité de I'ensemble considéré (voir Figure 3elyjai est contre-intuitif. De plus, cette
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° ° [ /7.
g
/
o<\k [ ] . .

Figure 3.4 La discrétisation d’'une figure convexe qui n’est pas 8-eaBn

définition de la convexité discrete ne permet pas I'étabon directe d’'un test de convexité
efficace. Kim a proposé plusieurs caractérisations dssrehles discrets convexes et a montré
(Kim, 1981; Kim, 1982) que sous I'hypothése préalable @leé8dconnexité elles s’averent
toutes équivalentes a la Définition 25. Ce prérequisd tamotion de convexité discrete fidele a

I'intuition. Voici cing des caractérisations proposées Kim.

- Propriéte de ligneslls n’existe pas trois points colinéaires, p, p3 € Z? tels quep; etps

appartiennent &, p, est situé entr@; etps maisp, € S.

- Propriéte de trianglesPour tout triplet de pointg;, p2, p3 € S la discrétisation du triangle

euclidien formé pap., p2 etps estincluse dans.

Bien que ces deux propriétés ne soient pas équivalentg&meral (voir Figure 3.5), elles le

sont dans le cas d’ensembles 8-connexes. Voir (Ronse, p88bune preuve directe.

. ° ° ° . . / °

B P P

Figure 3.5La propriété de lignes est satisfaite par cet ensemble paa celle de triangles.

Contrairement aux deux précédentes, les deux suivantagjuent d’elles-mémes la 8-connexité

de 'ensemble considéreé.
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— Propriéte de cordesPour toute paire de poings;, p, € S et pour tout point(z,y) € R?
tel que(z,y) est situé sur le segment relignt & po, il existe un point(h, k) € S tel que
max {|z — hl, |y — k|} < 1.

Une autre caractérisation, proposée par Kim et Rose(Hdid et Rosenfeld, 1982), se demarque

des autres par le fait gu’elle n'utilise que des objets discévitant ainsi toute référence au

monde continiR?.

— Propriéte de droite digitale Pour toute paire de poings;,ps € S il existe un segment de
droite digitale relianp; ap- qui est entierement inclus dafs

Finalement, cette derniere propriété servira de paéntiépart pour I'élaboration de notre test

de convexité présenté en Section 3.3.

— Propriéte d’enveloppel’enveloppe convexe euclidienne dene contient aucun point a co-
ordonnées entieres a I'extérieur e

La Figure 3.6 montre un exemple d’ensemble 8-connexe @mneknt exactement a la discré-

tisation de son enveloppe convexe euclidienne.

. Jelele o . .

Figure 3.6 Un ensemble 8-connexe convexe et son enveloppe convexdienice.

Etant donné gue nous nous intéressons ici aux polyomgquosont par définitionl-connexes,
toutes ces définitions de convexité discrete s'aveegnivalentes. Voir (Eckhardt, 2001) pour
une revue compléte des liens et équivalences entre l&satifes définitions de la convexité

discrete.

Le bord d'un polyomino se décompose naturellement en guarties déterminées par ses
points extrémaux. On identifie, parmi les points situéslsuord d’'un polyomino, les points

N, S, E, O de la maniere suivante : (comme l'illustre la Figure 3.7)

e N le point le plus a gauche de la ligne la plus haute.
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e Sle point le plus a droite de la ligne la plus basse.
e F le point le plus haut de la colone la plus a droite.

e O le point le plus bas de la colone la plus a gauche.
0

Wy

0

Figure 3.7 Un polyomino et sa décomposition standarc:s wq - ws - w3 - wy.

Ces points définissent une factorisation du mot codantré tho polyomino.

Définition 26. Soitw € {0,1,0,1}* un mot codant le bord d’'un polyominB. On appelle
décomposition standartunique factorisationw = wy - ws - w3 - w4 telle quew, code le bord
de P du pointO au pointN, we du point N au pointE, w3 du point £ au pointS etw, du
point.S au pointO.

Onremarqgue que les quatre mats wo, w3, w4 sont forcément non-vides et que commence
et termine par la lettré, wo par0, w3 parl etw, par0. De plus, cette decomposition se calcule

en temps linéaire en effectuant une seule passe sur lemot

3.2 hv-convexié

Une notion préalable a la convexité, classique danad& de la tomographie discrete et en
combinatoire énumérative, est lw-convexié. Contrairement a la convexité classique, cette

notion passe trivialement du monde continu au monde distrdte-versa.
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Définition 27. Un sous-ensembl& C R? esthorizontalement convexen abrégé-convexe

si pour toute paire de points,y), (z2,y) € R,ona:

T <z <z = (2,9) €R.

On définit similairement l&-convextig :

Définition 28. Un sous-ensembl& C R? est verticalement convexe, en abragéonvexesi

pour toute paire de pointg, y1 ), (z,y2) € R,ona:

1 <y<ys = (z,y) € R.

Finalement, une région est ditw-convexesi elle est a la fois h-convexe et v-convexe. Dans le
cas discret, on dira donc qu'une figure est h-convexe (respnvexe) si tous les points appar-

tenant & une méme ligne (resp. colonne) sont consédclatifs cette ligne (resp. colonne).

@ (b) ©

Figure 3.8(a) Une figure h-convexe. (b) Une figure v-convexe. (c) Uneréidw-convexe.

Evidemment, la hv-convexité est une condition nécessala convexité discréte mais pas suf-
fisante (voir Figure 3.8 (c)). Cette propriété impose ungcsure particuliere au mot de contour
d’une figure hv-convexe. Un mat € {0,1,0,1}* est dithv-convexes'il code le bord d’'une

figure hv-convexe.

Proposition 4. Soitw € {0,1,0,1}* un mot de contourw est hv-convexe si et seulement si le
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motw admet une factorisation = wywowsw, telle que

w; € 1{0,1}; C{0,1}*,
wy € of0,T}, C {0,1},
€ {01}y c {0, 1},
€ o{0,1}5 c {0,1}*.

De plus, dans un tel cas; wowsw,4 forme la decomposition standard de.

w3

Wy

Preuve. (<) Soitw; € 1{0,1};, wa € 0{0,1},, w3 € £{0,1}1 etwy € 5{0, 1}7 tels que leur
concaténationv = wywswswy code le bord du polyomin®. SoientO, N, S, E' les points sur
le bord deP tels quew; = P[0, N], we = P [N, E], ws = P[E,S], wy = P[S, 0] (voir
Figure 3.9). Puisque toutes les occurrences de la letbant situées dans le préfixg wo, et
que toutes les occurrences @sont dans le suffixazwy, le pointO est situé dans la colonne

la plus & gauche dB et E' dans la plus a droite. & n’est pas h-convexe, c'est que soit
1. Le motw;w, contient un facteur de la form®*1, aveck > 1.
2. Le motwsw, contient un facteur de la formlfﬁk,T, aveck’ > 1.

Etant donné les alphabets respectifs des mgtsvs, w3 etwy, ces deux cas sont impossibles,
doncP est h-convexe. On montre de maniere semblableRyjast v-convexe, ce qui permet de
conclure quew est hv-convexe. On remarque également que le g@iobrrespond forcément
au point le plus bas de la colonne la plus a gauche gwerrespond au point le plus a gauche
de la ligne la plus haute, qug correspond au point le plus haut de la colonne la plus aedroit
et queS correspond au point le plus a droite de la ligne la plus badseconclut donc que

wiwowswy €st la décomposition standard de

(=) Soit P un polyomino hv-convexe. Soielt, N, E, .S quatre points sur le bord de tels
queO est le plus bas de la colonne la plus a gauctiest le plus a gauche de la ligne la plus
haute,E est le point le plus haut de la colonne la plus a droité efst le plus a droite de la
ligne la plus basse (voir Figure 3.9). On pasg= P [O, N], we = P [N, E], w3 = P [E, 5]
etwy, = P [S, O]. Par cette constructiony; débute et termine par la lettie w, par la lettre0,

ws par la lettrel etw, par la lettre0.
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0

Figure 3.9 Une figure hv-convexe et la factorisation de son mot de contog w; wowswy.

Le facteurw;wy dew ne contient aucune occurrence de la leftr&upposons que ce n'est pas
le cas et considérons une occurrence de la [ettl@nsw;w,. La colonne traversée, lors du pas
vers la gauche correspondant a la lettyavait déja été traversée lors d’un pas vers la droite
puisque le chemin codé panw- débute au point le plus a gauche BeCette colonne devra
également étre retraversée lors d’'un autre pas versigedrarw; wy termine au point le plus a
droite deP. Cependant, lors du parcours du bord d’'une figure hv-conahague colonne est
traversée exactement deux fois. Il y a donc une contradictn montre de la méme maniere
que le facteurvsws dew ne contient aucune occurrence de la lettrguewsw, ne contient
aucune occurrence de la letheet finalement quev,w; ne contient aucune occurrence de la

lettreT.

On conclut que le mow; € 1{0,1},, we € 0{0,1},, w3 € 1{0,1}7 etwy € 5{0, 1};. "

Ainsi, déterminer si un motv est hv-convexe revient dans un premier temps a calculer sa
décomposition standard, puis a vérifier que chacun dds moQw-, w3, w4 €st bien sur I'al-

phabet a deux lettres approprié.
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3.3 Detection de la convexig discrete

Etant donné un mab € {0,1,0,1}*, on dira qu'il est convexe s'il code le bord d'une figure
digitalement convexe. Sait; wowsw, la décomposition standard d’'un mot convexe, on dira de
wy qu’'il estNO-convexesar il code la partienord-ouestd’une figure convexe. On dira similai-

rement dew, qu'il est NE-convexgdews qu’il est SE-convexet dew, gu’il est SO-convexe

Supposons maintenant que le mogst hv-convexe. Afin de déterminer si le moest convexe,
on commence par tester si le mof est NO-convexe, c’est-a-dire, s'il code le coté noreésiu
d’'une figure digitalement convexe. Nous verrons ensuitensent réutiliser ce test afin de
décider de la convexité du mat. Pour décider de la NO-convexité d’'un mot sur I'alphabet
{0, 1}, il faut détecter s'il existe des points a coordonnédg&egs entre le chemin codé par ce
mot et la partie supérieure de I'enveloppe convexe desgpdace chemin. Le théoréme suivant

provient de (Brlek et al., 2008).

Théoreme 5.Un motv € {1} - {0,1}* est NO-convexe si et seulement si son unique factori-
sation en mots de Lyndoredroissantsy = 17152 - - - [;'* est compose uniquement de mots de

Christoffel primitifs.

Afin de demontrer ce résultat, considérons le lemme atiiva

Lemme 3. Soitv € {0,1}* un mot codant un chemin NO-convexe et saihe des a&tes de
son enveloppe convexe. Soite facteur dev qui corresponda la partie du chemin elimitee

par e; alors v est un mot de Christoffel.

Ceci est une conséquence directe de la Définition 10 quir@sguie le chemin associé a un
mot de Christoffel reste toujours le plus prés possibleaddrbite reliant son point de départ
a son point d’'arrivée sans jamais la traverser. Nous pmaweaintenant passer a la preuve du

Théoréme 5.

Preuve. (=) Soit v un mot codant un chemin NO-convexe et s@it, e, ..., ex) la suite

d’arétes qui forment le bord de son enveloppe convexe. Poaque: de 1 a k, soit u; le
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facteur dev déterminé par I'aréte; et soit/; I'unique mot primitif tel queu; = (. On a alors
que

v=ugug - up = G R

Par la définition de la NO-convexité et le Lemme 3 on a queJésut comme leg; sont des
mots de Christoffel. Par la Propriété 1 (i) (Section 1)4lés/; sont également des mots de
Lyndon. Puisquéey, e, . . ., i) forme I'enveloppe convexe supérieureweél s’ensuit que la
pentep; de I'arétee; est plus grande que la pentg ; de I'arétee; 1. Ceci implique l'inégalité
suivante :

p(li) = p(ug) = pi > pix1 = pluir1) = p(lis1)- (3.1)

Par la Propriété 1 (ii) (Section 1.4.1) on conclut due- ;1. Ainsi 7152 - - - [;* est 'unique
factorisation en mots de Lyndon décroissantsvdet chacun de ces facteurs est un mot de

Christoffel.

(<) Soitv € {0, 1}* un mot tel que sa factorisation en mots de Lyndon décraissgiy,? - - - [}
est uniquement composée de mots de Christoffel primfitair chaque de 1 a &, soite; le
segment de droite reliant le point de départ du chemin gaai&’* & son point final. Il reste
avoir que(ey, eg, . . ., e;) forme I'enveloppe convexe supérieure wlePuisquel;” est un mot
de Christoffel, la Définition 10 (Section 1.4.1) assureilquiexiste aucun point a coordonnées
entiéres entre le chemin codé paret le segment de droitg et, en plus, que jamais le chemin
ne traverse le segment. Par le theoreme de factorisatiguel en mots de Lyndon décroissants
(Théoreme 2), on a qug > ;1. En utilisant encore une foisBquation 3.1, on conclut que la

pente de; est strictement plus grande que cellecdg, .

Ainsi, la suite de segmentg, es, ..., ex) forme I'enveloppe convexe supérieure du chemin
codé par . Comme il n’y a aucun point entre le chemin et son enveloppeea, on conclut

quewv est NO-convexe. [

Ceci permet I'élaboration directe d’un algorithme véuifi si un mot donné code le bord d'une

région digitalement convexe.
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3.3.1 Algorithme optimal

Traditionnellement, les algorithmes de géométrie éiscs’appuient sur des outils arithmétiques.
L'algorithme de Debled-Renneson et al. (Debled-RenngesRémy et Rouyer-Degli, 2003)
en est un bon exemple. Cet algorithme construit, a l'aideitils arithmétiques, une série de
segments maximaux de droites digitales (Reveilles, 1@9Yarvient ainsi a déterminer si
une figure discréte est convexe ou non. Notons que cettieoaetest linéaire en fonction du
périmeétre de la figure analysée. L'algorithme qui suifagt des résultats issus de la combina-
toire des mots (voir Chapitre 1) afin de résoudre ce problemtemps linéaire également mais

avec une constante plus petite.

Probléme 1. Etant donié un motw € {0,1,0,1}*, est-ce que le chemin cegarw forme le

bord d'une figure disa@te convexe ?

La premiére étape consiste a nous assuremgcede bien le bord d'un polyomino hv-convexe.

Ceci s’effectue en trois étapes :

1. Veérifier quew code bien le bord d'un polyomino a l'aide de I'algorithmeepenté en

Section 2.
2. Calculerwy, ws, w3, w4 la décomposition standard de
3. Vérifier que le motv; - ws - w3 - wy code une figuréw — conveze.

Chacune de ces étapes s'effectue en temps linéaire ésdctions respectives) n’'affectant
pas la complexité totale de I'algorithme. L'algorithmewsunt teste la NO-convexité d’un mot
v correspondant au facteur, de la décomposition standard du mot de contour. Il s’agind’
application directe du Théoreme 5. Chaque mot de Lyndola d&ctorisation unique de en
mots de Lyndon décroissants est testée afin de verifidrgagit bien d’'un mot de Christoffel
primitif.

Algorithme 5 (estNOConvexe)

Entrée :v € {0,1}"

1: convexe «— vraz;

2: index « 1;
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: tant que convexe et index < n faire
(I1,n1) < PremierFacteurDeLyndon(u;pdes Windex+1 * * - Un);
convexe «— estChristoffelPrimitif (I, );

3
4
)
6: index < index + n1|l1l;
7 . fin tant que

8

: retourne(convexe);

La factorisation en mots de Lyndon décroissants d'un métantv = [7'l5%---[;*, on a
forcément quev| > >, |l;]. L'algorithme précédent est donc linéaire en fonctienallongueur

du motv.

Ensuite, pour tester que le facteuy est NE-convexe il suffit d’utiliser le morphisnaeintroduit
a la Section 1.5.4. En effectuant une rotationidea partie nord-est devient alors la partie
nord-ouest et on peut alors utiliser I'algorithrastNOConvexepour en tester la convexité. La

proposition suivante généralise ceci.

Proposition 5. Un mot hv-convexe dont la cecomposition standard est wowsw,4 €St convexe

ssio’~!(w;) est NO-convexe, pour toit

Ceci constitue donc un test de convexité linéaire en fonale la longueur du mot codant le
bord d'une figure discréete. Ce test de convexité disarétestitue une solution algorithmique
particulierement efficace car elle est entierement déoasi la manipulation d’objets discrets.

C’est la la force de I'approche combinatoire de la géosiméiscrete.

3.3.2 Raffinement de I'algorithme

L'algorithme présenté précédemment, bien qu’optimedjuiert plusieurs passes sur le mot, en
particulier lors du prétraitement. On peut éviter cet@iéement en insérant ces étapes au coeur

de l'algorithme.

La premere modification consiste a modifier I'algorithPremierFacteurDeLyndon de facon
a passer en parametre I'alphabet ordonné sur lequeriset le mot. On notergy, as, . . . , a,]

I'alphabet{ai, as,...,a,} muni de l'ordre total .a; < a; <= i < j. Le Tableau 3.1
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Facteur| Alphabet| Ordre | Alphabet Ordonné
w1 {0,13 [0<1 [0,1]
wa {0,1} |1<0 [1,0]
ws {0,1} |0<1 [0,1]
wy {0,1} |1<0 [1,0]

Tableau 3.1Alphabets ordonnés en fonction du facteur considére.

montre les alphabets ordonnés sur lesquels doivent &tterfsés chacun des facteurs de la

décomposition standard du mot

Une deuxieme modification portée a cet algorithme comsisompter le nombre d’occurrences
de chacune des lettres et a retourner cette informationlav@aire(l1, n1) calculée. Appelons

ce nouvel algorithm@®remierFacteurDeLyndon™.

On modifie également I'algorithmestChristoffelPrimitif de facon a passer en paramétre I'al-
phabet utilisé ainsi que le nombre d’occurrences de cleadas lettres. Appelons ce nouvel

algorithmeestChristoffelPrimitif *.

Afin de minimiser le prétraitement, au lieu de calculer &athposition standard du mat
puis de tester la hv-conexité, on va plutdt supposer quest hv-convexe et donc que les
changements d'alphabets a deux lettres correspondecteexent a la décomposition standard

w1, we, w3, wy. C'est-a-dire quev; € {0, 1}*, wy € {O,T}*, ws € {6, T}*, wy € {6, 1}*.

L'algorithme optimisé suivra donc les étapes suivantes :

1. Trouver le début d’'un des facteurs.
1.1 Appelonsw;_; le facteur parmiw;, we, w3 et w4 dans lequel est situé la premiere
lettre dew.
1.2 Puisque le maoiw contient au moins une occurrence de chacune des lettresnde so
alphabet, il existe, b € {0,1,0,1}, a # b, telles quav = uv avecu € {a,b}*-{ab*},
k > 1 et Premierév) = ¢ & {a,b}. On posew’ = vu.
1.3 Siw est hv-convexe alors le facteut est un préfixe dé&* - w’ sur I'alphabet ordonné

[c,b].
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2. Calculer le premier facteur de la factorisation en motkydelon décroissants de’ sur

I'alphabet ordonnéc, b].

2.1 Le préfixeb* dew; n’a pas besoin d’étre considéré puisduest le plus grand (lexi-
cographiquement) mot de Lyndon sur I'alphabet ordonnié] fet queb* est bien un
mot de Christoffel.

2.2 On utilise la convention que pour toute lettreZ {b,c} on aa < beta < ¢
de maniére a ce que l'algorithnferemierFacteurDeLyndon™ s’arréte dés qu’une
telle lettre est rencontrée. On sait alors qu’on doitérdié facteunv; ; sur I'alphabet
ordonnéla, c|.

2.3 Vérifier que la succession des alphabets ordonnésxdettres est bien conforme au

Tableau 3.3.2.
3. Vérifier que le mot de Lyndon obtenu est bien un mot de @iffe.
4. Répéter les étapes 2 et 3 jusqu’a ce qu’'on ait trag@latre facteurs,, ws, w3, wy.

5. Puisqu’on a parcouru les mats, wo, w3 etw,, on a pu compter le nombre d’occurrences
de chacune des lettres. On vérifie finalement que :
5.1 Sijw;| + |we| + |wz| + |ws4| < |w| alorsw n'est pas hv-convexe.

5.2 Siw|p # |wlg ou|w|; # |w|; alorsw ne code pas le bord d’'un polyomino.

Cette méthode a pour avantage qu’elle ne nécessite avetaiement sur le mot testé. De plus,
presque tout le traitement s’effectue en une seule pasde swt. En effet, si on considéere un
facteurl" obtenu en calculant la factorisation en mots de Lyndonaiésants d’un des;, une
seule des; occurrences d& sera utilisee pour tester gu'il s’agit bien d’'un mot de Gtuifel

et sera alors parcourue une deuxieme fois. Tout le restaateur n'est traité qu’une seule fois.

Ainsi, lors de I'analyse du bord d’un polyomino, il n'esta@ssaire de stocker en mémoire que
le mot de Lyndon considéré lors de la factorisation du mot_es facteurs précédents n’ont pas

besoin d’étre conservés en mémoire.
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3.3.3 Enveloppe convexe

Etant basee uniguement sur la notion d’ordre lexicogmmhi la décomposition en mots de
Lyndon décroissants d’'un mot ne semble pas, a premié&edanner lieu a une interprétation
géomeétrique. On voit bien cependant gu’elle s’avereéemeément significative dans le cas des
figures convexes puisqu’elle en détermine les points &mpant a I'enveloppe convexe. La

preuve du Théoreme 5 implique le corollaire suivant.

Corollaire 3. L'enveloppe convexe d'un polyomino est un polygone dorddesmets corres-

pondent aux points de factorisation en mots de Lyndon.

000/6/1/("
oo

Figure 3.10Un mot NO-convexe et sa factorisation en mots de Lyndonaiésants.

A titre d’exemple, considérons le chemin codé pax 10110101001000010001. La décom-

position en mots de Lyndon décroissants est :
v= (1! (011)! - (01)2- (001)! - (000010001)".

On remarque que les facteurs)11,01,001,000010001 sont tous des mots de Christoffel pri-
mitifs. La Figure 3.10 illustre clairement le lien entretedactorisation et les points correspon-

dant aux sommets du polygone formant I'enveloppe convexe.

Il est important de noter que ce lien entre la factorisatiomets de Lyndon décroissants d’'un
mot et I'enveloppe convexe de son chemin associé n'eslevajue dans le cas des figures

convexes. Lorsqu’une figure n’est pas convexe, il n'y a pasodespondance entre les deux.
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Par exemple, considérons le mot= 10001110100100100011. La décomposition en mots de
Lyndon décroissants est :
v = (1)' - (00011101001001)" - (00011)*.

Cela ne correspond pas a I'enveloppe convexe supériewre chemin tel que l'illustre la Figure

3.11.

0
ol
1
e
o 4" o
1 o o

Figure 3.11La décomposition en mots de Lyndon décroissants et lleppe convexe.

L'enveloppe convexe euclidienne d’'un ensemble dis§retZ? est forcement un polygone dont
les sommets sont des points gleDans le cas o est digitalement convexe, il est entierement

déterminé par ces points.

Etant donné un mot NO-convexe € {0,1}* dont la decomposition en mots de Christoffel
décroissants est = 7152 ---[;'*, on pose(xo, yo) le point de départ du chemin codé par
Pour chaque entier € {1,2,...,k} on pose(z;,y;) comme étant le point ou se termine le

chemin codé par le factelf* et les quantités :

Ax; = x; — i1,

Ay = ¥ — Vi1

i
U; = CAwi+Ayi Ay, 5
Mg g

On définit ensuite les mots
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ou ;= pged(Ax;, Ay;) etC, , est le mot de Christoffel primitif de longueuraveck occur-

rences de la lettré (voir Définition 9 de la Section 1.4).

A partir de la preuve du Théoréme 5 et du Corollaire 3 oruitéatirectement que

V=Ujug ... Ukg.

Ceci fournit donc un algorithme optimal pour reconstruirge figure discrete digitalement
convexe a partir des points correspondant aux sommetsndenseloppe convexe euclidienne.
Il suffit de calculer les mots de Christoffel correspondariautilisant une version legérement

modifiee de I'Algorithme 2 présenté a la Section 1.4.2.

3.4 Calcul de I'enveloppe convexe

Etant donné un mow sur I'alphabet{0, 1}, I'enveloppe convexe supérieure du chemin codé
parw est donné par ce qu'on appelle fagtorisation de Spitzefvoir (Lothaire, 1997), page
95). On définit d’abord deux familles d’ensemblEsant donné un morphisnie : {0,1} — R,

OoUuR est considéré comme un monoide additif, pour fogtR on pose

C,= {v e {0, 1}+|<I>(v) = T‘|’U|},

B,=C\ | [JCs-{0,1}"

s>r

Le résultat suivant est attribué a Spitzer (Spitzer, 6) 2fui I'a établi de maniére plus générale

dans un tout autre contexte.

Théoreme 6(Spitzer, 1956) Tout motw € {0, 1}* admet une unique factorisation de la forme

oub; € B,, pouri =1,2,... ,ketsii # kalorsr; > ri;.
En prenant le morphisme défini phf0) = —1 et®(1) = +1, les séparations entre les facteurs

b; - bi+1 tels quer; > r;11 correspondent exactement aux points de I'enveloppe cengax

chemin codé paw tel que l'illustre la figure suivante :
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oo o o e o o

@) (b) ()

Figure 3.12Etant donné le morphism(0) = —1 et®(1) = +1, trois chemins codés par des
mots appartenant a I'ensemltle ; ,. Le mot en (c) appartient également a I'ensemblg /4

alors qu’en (a) le préfixe0011 € C'_ 5 et en (b) le préfix@1 € Co.

w = 1000011100010001,

e 0 06 06 0 0 0 0 o o .
AR n ° w = 1-0000111 - 00010001,
e o o o elelg0 o o
e o o 0 e o o o o o 1€ By,
o oo 10 o o 0 0 0 o o
09 o o o o o o o 0000111 € B_y 7,
! e 0 06 0o 0 0 0 o o o

00010001 € B_y /o.

On remarque que la pente d’'un mote C, estp(w) = (1 +r)/(1 —r), de sorte que si on a
u € B, etv € By alors

r<s <= p(u) < p(v).

Tout comme dans le cas des factorisations de Viennot, ldléad'énsemble$ B, ), -, admet la

propriété suivante :

Propriété 4. Soitu € B, etv € B, alorsr < s impliqueuv € B; pour un certain: < t < s.

En fait, on peut redéfinir la factorisation de Spitzer de i@@na obtenir une factorisation
de Viennot (Viennot, 1978). Cette seule propriété sufiit pontre a élaborer un algorithme
lingaire en fonction de la longueur d’'un mot afin d'en cadcuh factorisation de Spitzer et
donc I'enveloppe convexe supérieure du chemin gu'il cdgelerenfeucht, Haemer et Haus-
sel on utilisé cette approche dans leur article (Ehrefifieudaemer et Haussler, 1987) afin
d’élaborer un algorithme optimal pour calculer I'envadepconvexe d’'une liste de poinds =
(zo,90), (z1,¥1), - - -, (zn, yn), de coordonnées distinctes et triée en fonction de cette coor-

donnée.
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Etant donné un mab, puisqu’on s’intéresse au nombre d’occurrences de cleadas lettres
dans ses facteurs plutdt qu'aux facteurs eux-mémes, wmemce par calculer la liste =
((al, bl), (ag, bg), ceey (an, bn)) définie par

(1,0) siw; =0,

a; =
(O, 1) siw; = 1.

Ensuite, tant qu'il existe une valeutelle quea;b;+1 < a;+1b;, on remplace les couplés;, b;)

et (ai—i-h bi+1) par(ai + a;41, b; + bi+1) dans la listel.

Il existe de nombreux algorithmes linéaires pour calclidveloppe convexe d’'un polygone.
Le premier est di & McCallum et Avis (McCallum et Avis, 1978ais on lui préfere habi-
tuellement celui de Melkman (Melkman, 1987) (voir (Aloupiseb) pour une chronologie de
ces algorithmes). Notons que si on implémente I'algorétprésenté ici a I'aide d’une pile, on
obtient alors une version discrete et simplifiee de I'dthne de Melkman. Bien entendu, I'al-
gorithme ainsi obtenu ne s’appliqgue qu'aux mots codant hel lgbun polyominohv-convexe
alors que celui de Melkman permet de calculer I'enveloppavexe de n'importe quel po-
lygone. L'algorithme présenté ici tire son intérét chit fqu'il utilise des résultats issus de la
combinatoire des mots antérieurs a l'algorithme de Mi@akt Avis. D’un autre coté, la forte
similarité avec 'algorithme de Melkman tend a montree djutilisation des mots ne fait ici que
masquer l'arithmétique du probleme. La porte est dongptos ouverte a I'élaboration d’'une
approche plus combinatoire au probleme de calcul de lleppe convexe d'un polyomino,

comme les mots de Lyndon I'ont fait pour tester la convedigerete.



Chapitre IV

PAVAGES ET DETECTION DES POLYOMINOS EXACTS

4.1 Introduction

L'idee de paver une surface a l'aide d’un motif répété ses racines des temps anciens au-
tant pour des raisons pratiques qu’esthétiques. Pllam@ent, les pavages ont été étudiés
de maniére théorique sous differents angles, en phdicen informatique théorique, en lo-

gique mathématique et géométrie discrete. Les pavpganettent de développer des outils
efficaces pour demontrer I'indécidabilité d’'un prable. En physique, on étudie les pavages

afin de mieux comprendre la structure des quasi-cristaux.

DRl
£
;%ﬁh

X K &

Nt

Figure 4.1 Trois des nombreux pavages qui décorent le palais de liAbita a Granada en

Espagne.

On s'’intéresse ici au probleme de pavage du point de vue tlgebrie de le complexité. On
définit habituellement un pavage par un ensemble de copipslgominos qui recouvrent exac-

tement une région donnée.
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Définition 29. Un pavageZ d’'un sous-ensemblé C Z? par un ensemble fini de polyominos
P est un ensemble de couplgs i) € P x Z tel que :

1. S est I'union des polyomings+  pour tout les(p, @) € 7.

2. Pour toute paire distincte, @), (p’, ) € T, les polyominog+1 etp’+ ¢ sont d’intersection

vide.

Cette définition de pavage ne permet que les copies patatiansdes polyominos. Cette res-
triction n'entraine aucune perte de généralité pumgpeut toujours inclure les images des po-
lyominos considérés selon differentes transformatigatation, symétrie, etc.) dans I'ensemble

P.

Définition 30 (Probleme du pavageEtant donné un ensemble de polyomir@®t un sous-

ensembleS C Z?, est-ce ques admet un pavage pa.

On supposera toujours gque I'ensembleSdest 4-connexe puisque dans le cas contraire il suffit

de traiter chacune des composantes 4-connexes indéperidrdes autres.

1) &) 3)

Figure 4.2 (1) Un ensemble de polyomindg, (2) un sous-ensemblé C Z?2, (3) un pavage

deS parP.

Pour un ensemble de polyomin®sfixé, dans le cas ou le sous-ensemble du plast fini, le
probleme du pavage est clairement dans NP puisqu’étamtédion pavage dg par P on vérifie
en un temps polynomial, en fonction de la taille$leque le pavage est conforme a la Définition

29 (voir la Figure 4.2).

La complexité du probleme du pavage varie de maniereasgimnnante selon les contraintes

imposées. En particulier le pavage d’'un ensembleSfipar des barres horizontales et verticales



65

illustre bien cette variation. Poudr > 2, on notehy, (resp.v) le polyomino formé d’une barre

horizontale (resp. verticale) decellules consécutives et la complexité est donnée ectifom

du nombre de cellules dans I'ensemble

— Le probléeme du pavage avétsans trou eP = {hg,v;} se résout erD(n) (Kenyon et
Kenyon, 1992).

— Le probleme du pavage avécpossédant trous etP = {hq,vo} se résout erO(nk +
nlog(n)) (Thiant, 2003).

— Le probleme du pavage avécpossédant un nombre arbitraire de trou®et {hy, v} #
{hy,v2} est NP-complet:

Dans le cadre de cet ouvrage, on s'intéresse aux pavagésnderhble du plan, c’est-a-dire

S = Z2. Puisque cette fois-ci 'ensemble a paver est infini, laamotle périodicité joue un role

déterminant dans le traitement algorithmique de ces probs.

Définition 31. Un pavage? est dit périodique s'il existe une paire de vecteurs lig@aent

indépendant3/” et v tels que la translation par ces vecteurs ne modifie pas helplseT .

Définition 32. Un pavageZ est dit semi-périodique s'il existe un vecteurtel que la transla-

tion par ce vecteur ne modifie pas I'ensemble

(1) )

Figure 4.3 (1) Un pavage du plan périodique. (2) Un pavage du plan senagigue.

Remarque 2. Si un ensemble de polyomin@pave le plan de maniere semi-périodique, alors

il existe au moins un pavage du plan périodique par cet dnlgem

1Une demonstration de ce résultat est présentée darmsiBier et al., 1995) ou elle est attribuée a un

document non-publié de Garey, Johnson et Papadimitrou.
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Le résultat le plus célebre quand au pavages du plangmbwde Berger qui a brisé la fa-
meuse conjecture des dominos de Wang. En effet, dans (W&&d,) Wang avait considéré le

probleme de pavage du plan suivant :

Probléme 2. Etant donié un ensemble fini de cd&s unitaires aux @ités coloés, appeis do-
minos, existe-t-il un pavage du plan tel que de@ts adjacents soient toujours de l&me

couleur.

Il en avait déduit la conjecture que voici.

Conjecture 1. Si un ensemble de dominos pave le plan, alors il existe ausnmipavage du

plan périodique par ces polyominos.

Dans sa these de doctorat, Berger a montré indirectementette conjecture est fausse en
prouvant l'indécidabilité du probleme des dominos den@/éBerger, 1966). Il a ensuite été
en mesure de décrire explicitement un ensemble de dommiogagent le plan uniquement
de maniére apériodiqu&videmment le probléeme des dominos de Wang peut étretradu
probleme de pavage du plan par un ensemble de polyominagjigeous ameéne au résultat

suivant :

Théeoreme 7(Berger) Le probEme de pavage du plan par un ensemble fini de polyominos est

indécidable.

Pour un raffinement de ce résultat, voir également (Gahesi Koriakov, 1972). Il est donc na-
turel d’étudier des versions du probleme de pavage psqukdles des solutions algorithmiques
peuvent étre développées. Dans le cadre de ce chapitemnsidére le cas du pavage du plan

par un seul polyomino.

4.2 Pavage du plan par un polyomino

Comme il est mentionné a la Section 1.5.3, un mot de cordode le bord d’'un polyomino
a partir d’'un point arbitraire. C’est pour cette raisonaju’s’'intéresse aux mots de contour a

conjugaison pres. Il est pour cela agréable de consid&senots de contour comme des mots
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circulaires mais, pour des raisons pratiques évidenteshoisit de les représenter par des mots
linéaires. On se permet donc de ne pas considérer lesspneblde bord en supposant qu’étant

donné un mot de contous de longueum, pour tout entiek on aw(k] = w[k + n|.
Définition 33. Un polyomino esexacts'il existe un pavage du plan par ce polyomino.

Définition 34. Un pavage du plaf par un polyomindP est ditrégulier s'il existe deux vec-

teursw et v tels queZ = {(P,aw + b7)|a,b € Z*}.

Bien entendu, tout pavage régulier est périodique. Umferésultat quant a la complexité du
probleme de pavage du plan par un seul polyomino provieiigehoff et van Leuveen (Wij-
shoff et van Leeuven, 1984) qui ont montré que, contrairgrae cas général, si un polyomino

pave le plan par translation alors il peut €galement |e fd@ maniere réguliere.

Théoreme 8(Wijshoff et van Leuveen)SiP est un polyomino exact alors il existe un pavage

du plan egulier parP.

Ceci fournit donc un premier test algorithmique puisquiffi de tester s'il existe une paire de
vecteursy’ et v qui engendrent un pavage régulier du plan par le polyomirfRuisqu’on peut
borner la longueur de ces vecteurs en fonction de la taillgaligpmino considéré, ceci permet

d’'établir la borne suivante quant a la complexité de abj@me.

Corollaire 4. Le probEme de pavage du plan par un polyomino&sout en temps polynomial.

Quelque années plus tard, dans (Beauquier et Nivat, 198d)dgiier et Nivat ont proposé une
caractérisation des mots de contour des polyominos exaette caractérisation crée un autre
lien fort entre la géométrie discrete et la combinatdige mots puisqu’une condition nécessaire
et suffisante afin gu’un polyomino soit exact est entiérdragprimée en fonction de la structure
combinatoire de son mot de contour. Pour ce faire, on utiip&rateur™ présenté au Chapitre
1. LUexemple qui suit rappelle gu'étant donné un chemidégar le motw, le motw code

exactement le méme chemin mais parcouru en sens inverse.

w=0010T01, N
@ =1010100. !
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Théoreme 9(Beauquier-Nivat) Un polyominoP pave le plan par translation si et seulement

s'ilexiste X, Y, Z € ¥* tels queXYZX'}AfZ € b(P) ol au plus un des motX, Y, Z est vide.

Nous appellons une telle factorisation d’un mot de contour XY ZXY Z une BN-factori-
sation. Notons que cette caractérisation s'appliquectakse de conjugaison du metpuisque

le point de départ du mot lui-méme sur le bord de la figurd gacode est arbitraire. Ainsi, on
dira de deux BN-factorisations qu’elles s@guivalentesi elles correspondent a une permu-
tation circulaire des facteurs, Y, Z, )?, }7, Z.En général, seulement quelgues conjugués de
admettent de telles factorisations ; il est par contre pssju’'un méme conjugué en admette

plusieurs.

Considérons le polyomino exact, illustré a la Figure d@ht le mot de contour est
Ce mot admet la BN-factorisation suivante :
w=101-010-001-101-010-100.

Une telle factorisation décrit explicitement de quelleni@ae on peut obtenir un pavage régulier

(1) ()

Figure 4.4 (1) Un polyomino exacP. (2) Un pavage du plan régulier pBr

du plan. En effet, la définition de I'opérateuassure que les facteukset X codent exactement
le méme chemin et donc que les parties du bord du polyomidéespar ces facteurs vont

s’emboiter parfaitement.
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Remarque 3. Soit p polyomino exact dont le mot de contour admet une décomposition
oS . N N Lo . — — — — —
w= XYZXYZ etsoientu et les vecteurs définispar = X +Y etw =Y + Z alors

T ={(p,iu +j0)|i,j € Z*} forme un pavage régulier du plan.

la factorisation
w=X-Y-Z2-X-Y-Z,

=0010-0010-1101011-0100-0100-1101011.

., ol - -— — . P
Les vecteurs associés soiit= X + Y = (6,2) etv = Y + Z = (3,—4) tel qu'illustré a la

Figure 4.5.

Figure 4.5Les translations définies par une BN-factorisation.

La BN-factorisation définit deux types de polyminos exates pseudo-carrés et les pseudo-

hexagones.

Définition 35. Un polyomino dont la BN-factorisatiom = XY ZXY Z est telle qu'aucun des

facteursX,Y et Z n'est le mot vide est appelé yseudo-hexagone
Définition 36. Un polyomino dont la BN-factorisation = XY ZXY Z est telle qu'un des

facteursX,Y ou Z est le mot vide est appelé pseudo-caré.

Dans le cas d'un pseudo-carré, on supposera toujours daetderr vide est. La factorisation

de son bord sera donc = XY XY. Notons qu'il est impossible que deux des factelrs”
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et Z soient vides car on aurait alors que= wu. Notons également qu’un polyomino peut

admettre plusieurs BN-factorisations et peut étre ailageeudo-hexagone et pseudo-carré.

Par exemple, le polyomino dont le mot de contouriest 110010011001 00 admet deux
BN-factorisations et est a la fois pseudo-carré et pséuagone.
—

1113

]
[
1]
L

IEEE

1) )

Figure 4.6 (1) Un pavage de type pseudo-carré. (2) Un pavage de typelpdexagone.

(1) w=11-00100-11-00100,

(2) w=1-1001-00-1-1001-00.
En général le nombre de BN-factorisations que peut adenatt polyomino est linéaire en
fonction de son périmetre. Le pire cas étant celui dergle briquew = 10#10%, pour tout
i €{0,1,...,k — 1} la factorisationw = 1 - 0 - 0"~ . T- 0" - 0" " est une BN-factorisation

valide, tel gu'illustré ci dessous.

13T goi [T7 u

0« 0

i1

Dans cet exemple notons que méme si le nombre de factorisagieut étre arbitrairement
grand, une seule est du type pseudo-carté () eti = k étant deux cas équivalents) alors que
toutes les autres sont de type pseudo-hexagone. La Sectiétudiie en détail les polyominos

admettant plus d’'une factorisation de type pseudo-carré.

Du point de vue algorithmique, la caractérisation de Bea@reNivat d’'un mot se calcul naive-

ment par une méthode essais-erreur<X¢n*). Gambini et Vuillon ont abaissé significative-
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ment cette borne en proposant un algorithme>n?) qui calcule toutes les factorisations de
Beauquier-Nivat d’'un mot. Dans la section qui suit, de nauealgorithmes, inspirés par celui
de Gambini et Vuillon, permettent d’abaisser cette bord¥a) pour la détection des pseudo-

carrés et d'une certaine classe de pseudo-hexagones.

4.3 Algorithmes de detection des polyominos exacts

Le principe de base des algorithmes qui suivent est le suigann mot admet une factorisation
w= XYZXYZ, alors toute lettre de ce mot appartient & un des trois det&, ¥ ou Z.

Ainsi on va débuter par rechercher une certaine classectiufaA tels quew = Amﬁy.

Définition 37. Soitw le mot de contour d’'un polyomino. Un factedrdébutant a la position
dew est ditadmissibles’il existe deux mots de méme longueuety tels que

i w= Amgy.

(i) A estmaximalau sens quég (x) # I(z) et f(y) # I(y).

Remarque 4. Un facteurA peut avec plusieurs occurrences dansAinsi, un facteur admis-
sible est en fait désigné par la pairé, i) puisqu’il s’agit de I'occurrence del débutant a la
position: de w. Par abus de notation, on écrit seulemdnlorsque cela n’engendre pas de

confusion.

Par exemple, considérons le mot de contaue= 0000100001. Ce mot contient trois oc-
currences du facteud = 00 débutant respectivement aux positidng et 3. Seulement celles
débutant aux positionk et 3 sont admissibles car celle débutant a la posifiore satisfait pas

la condition(ii).

(A,1): w=  AzAy= 00-00T-00-001. (Admissible)
(A,2): w= Az’Ay = 00-0T10-00-010. (Non-admissible)
(A,3): w= Az”Ay"= 00-100-00-100. (Admissible)

Définition 38. Soitw un mot de contour etA, i) un de ses facteurs admissibles. On appelle

(ﬁ,z‘ + %) le facteurhomologuede (A4, ©).
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Etant donné une occurrence d’un facteur admissible, otésésse a 'ensemble des lettres qui

le constituent.

Définition 39. Soit (A4, ) un facteur admissible du mot de contauwrSoitn = |w| etk = |A

on appelle 'ensembléi,i + 1,...,i + k — 1} les positions dev recouvertegar le facteur
admissible( A, 7).

positions{3,4} et son homologue les positiof8, 9}.
On peut maintenant énoncer la proposition suivante quignbde (Brlek et Provencal, 2006b).

Proposition 6. Soitw € X" le mot de contour d’'un polyomino gte {1,2,...,n}. Soit.A
I'ensemble des facteurs admissibles qui recouvrent |aipogh et A 'ensemble de leurs homo-
logues respectifs. Il existe au moins une position {1,2...,n} telle queq n'est recouverte

par aucun de&lements ded U A.

Preuve.Tout d’abord, remarquons que 4i est un facteur admissible de, on a alors que
|A| < |w|/2. Puisqu'il exister,y € S* tels quew = Az Ay, on a quel4| < |w|/2. Le seul
cas a considérer estsi= y = . Ceci est impossible car on aurait alors ques AA et donc

[(A)I(A) € Fact(w). Contradiction, un mot de contour ne peut pas contenir uredaale la

formeaa olia € X.

Maintenant, on procede par contradiction et on supposdayies les lettres de sont recou-
vertes par des facteurs deou A. SoitA € A le facteur débutant a la position la plus a gauche
par rapport a la positiop et B € A le facteur qui se termine en la position la plus a droite, tel

gu'illustré ci-dessous.
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Soit z le chevauchement entre les facteutset B et y celui entre A et B. Sans perte de

généralité, on peut supposer dquée < |y|. Il y a alors deux cas a considérer.

1. Si|z| = |y| alors en utilisant le fait que pour toute paire de mots on a

w
— I S
E—— B B —
X ul x| v | x [ G| x| v
u € Pref(v) < u € Suff(v). (4.1)

On obtient quer = 7 et quew se factorise de la maniére suivante

tUZVzUZV.

w

On s’intéresse maintenant a la difference entre le nerdewirages a gauche et le nombre
de virages a droite lorsqu’on parcourt le chemin codé ganbdtw. On remarque que
chaqgue virage a gauche dans un facteur est annulé parage\ardroite dans son facteur
homologue et vice-versa. Ainsi il ne reste qu'a considés virages qui ont lieu entre
ces facteurs. On remarque alors que si un virage a lieu esgratteurse et U alors
ce virage sera annulé par son inverse entre les factéesz. Il en va de méme pour
tous les autrestUz est annulé pa.r:ﬁ, A% parf/x (on s’intéresse au chemin fermé), et
Ve parff/. On conclut alors que le nombre de virages a gauche esaégambre de
virage a droite et que, par la Propriété 2 (Section 1,%e3hemin codé paw se croise.

Contradiction.

. Si|z| < |y| on s’intéresse alors & la propagation du faciedans le motv tel que décrite

par I'équation (4.1).

| B | | B
| y ]
| E vy [ % y—
A v B A v |a]

Dans le cas oll le factegme chevauche pas dansB (tel qu'illustré ci-dessus), on pose

V comme étant le facteur entréet . On obtient alors la factorisation = AVBAV
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oll o est défini comme le préfixe detel queij = ax et 3 est le facteur entr& et A. En

passant aux vecteurs on obtient

—

—
+V4+V+a+8=a+8=0.

Y}

v =4+

Cependanfy = ax de sorte que le facteur est suivit para. dansw. Ainsi le facteur

non-vide S« code une boucle fermée sur la frontiere d’un polyominont@adiction.

Finalement, dans le cas gichevauche le facteut dansB, on a la situation suivante

w
A | a | A | B
| x y |
— y y | y—
| x x | Blylalv[ B[] x| v| B

olw = Aaﬁﬂ. On a alors que
= —
T=A+a+A+B8=a+8=0
On posey comme étant le chevauchement en@etﬂ dansB. Commey = ~0x le
facteuryay du motw contient le facteur non-vid€a~y3 correspondant a une boucle

fermée. Contradiction. m

Une conséquence directe de ce résultat est que 'adiifitesist prérequise pour les facteurs

d’'une BN-factorisation.

Corollaire 5. Soitw = XY ZXY Z la BN-factorisation d’'un mot codant le bord d'un poly-

omino exact. AlorsX, Y et Z sont des facteurs admissiblesde

Preuve.La condition(i) de la Définition 37 est une conséquence directe du faitque- |u|
pour tout motu € X*. Pour la condition(ii), procédons par contradiction. Supposons que le

facteurX n’est pasmaximal c’est-a-dire quef (Y Z) = (Y Z).

Dans le cas d'une factorisation de type pseudo-hexagosendtsY et Z sont non-vides. Il

existe donc une lettre € X et deux mots”’, Z’ € ¥* tels queY = aY’' etZ = Z'a. On a
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alors que}AfZ = Y'aaZ' ce qui est impossible puisq@ea ne peut étre facteur d’'un mot codant

le bord d’'un polyomino. Contradiction.

Dans le cas d’'une factorisation de type pseudo-carr& XY XY, I'hypothése de départ
implique quef(Y) = [(Y). Soitu € X7 le plus long préfixe d& tel queY = uY '@ pour

un certainy’ € ¥*. On poseX = uXu, le facteurX est admissible puisque par construction

F(Y") # 1(Y'). Similairement, soifY = vYv ou v est le plus long préfixe d& tel que

X = vX'v. Notons que contrairementi@ le motv est possiblement vide.

w
X Y X Y
v| X [V ul v [T]v] x |vlu]l v |u
— X />Z —
— | | Y | | v o~

o —

Commeu est non-vide, il existe une positigndansw telle que la totalité du mab est recou-
verte par les facteurs admissibles recouvrant cette positil leurs homologues. Ceci contredit

la Proposition 6. [

Une approche similaire a été utilisee par Gambini etl¥nilafin d’élaborer leur algorithme
((Gambini et Vuillon, 2003), section 3.1). Par contre, lenpale vue differe car nous pri-

vilegions ici des arguments combinatoires et non génmués.

4.3.1 Detection des pseudo-ca@s

Etant donné un mot de contour, déterminer siw admet une factorisation de type pseudo-
carré est un probléme qui se résout en temps linéaiided'de base afin d’atteindre cette borne
est de choisir une position quelconque danst de lister tous les facteurs admissibles qui la
recouvrent. Si ce mot admet une BN-factorisation, alorséorent un des facteurs admissibles

listés en fera partie.

Lemme 4. Soitw € ¥* un mot de contour. Pour chaque positiprle w lister I'ensemble des

facteurs admissibles qui incluent la positiprse calcule en temps Baire.
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Preuve Cette borne linéaire, est atteinte a I'aide du calcul des lpngues extensions en temps
constant (voir Théoreme 4, Section 1.6.2). L'idée estiigante : au lieu de chercher un facteur
A etson homoIogueT dans le motu, on recherche un factedr commun aux mots etw, puis

a partir de sa position danson calcule la position del dansw. L'algorithme suivant exploite

cette idée afin de lister tous les facteurs admissiblesegoiuvrent la positiop du motw.

Algorithme 6 (listeFacteursAdmissibles)
Entrée :w € " un mot de contour et € {1,2,...,n}.

1: Pouridel an faire

2:  Siw[p] = w[i] alors

3 g — PLECG(w,w,p,i) — 1;

4: d — PLECD(w,w, p,i) — 1;

5: A—wlp—g,...,p+d];

6 Siw = AzAy et |z| = |y| alors

7 Ajouter A a la liste de facteurs admissibles
8

fin si
9: finsi
10 : fin pour

Le motw est considéré comme un mot circulaire mais une impléatient efficace de cet
algorithme peut n'utiliser que des mots linéaires en leguguant de maniere appropriée afin
d’éviter les problemes de bords. De plus, aux lighes et 7, pour que cet algorithme soit
linéaire, il est important que I'implémentation ne man@que la position et la longueur de
chacun des facteurs considérés et non les facteurs emes1"Notons également que par la
définition dePLECG et PLECD les facteursA calculés a la ligné sont forcément maximaux
au sens de la Définition 31i). A la ligne 6, la position deA dansw est calculée a partir du fait
queA = wli—g,...,i+d]. On peut ainsi déterminer g et A se chevauchent danset, dans

le cas contraire, sic| = |y|, le tout enO(1). L]

Ce lemme implique que le nombre de facteurs admissiblesudtamot est au plus linéaire en sa
taille. Déterminer une borne exacte au nombre de factelmssaibles distincts d’'un mot reste
un probleme ouvert qui s'apparente au probléme de dé@ternune borne supérieure exacte

au nombre de carrés distincts d’un mot (voir entre autreh@ioe, 1997) et (llie, 2005)). Le
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résultat suivant provient de (Brlek et Provencal, 2006c)

Théoreme 10.Soitw € ¥* un mot de contour. Bterminer siw admet une factorisation de

type pseudo-caé se calcule en temps éaire.

| w |
- | A | x A y —
B E—
p p+d+1
w
— . A | y—=
g d
i i+d+n/2+1

Figure 4.7 Un facteur admissiblel dans les mots etw.

Preuve.La premiére étape consiste a appliquer le Lemme 4 sur asiéign p quelconque du
mot w. L'Algorithme 6 fournit alors la liste de tous les facteuidnassibles qui chevauchent
cette position. Il ne reste alors plus qu'a vérifier, pouague facteur admissible, si= 7. Le
Corollaire 5 assure que tous les facteurs d’'une BN-fa@tols sont maximaux. Ainsi, pour
verifier quex = 7, il suffit de calculer la plus longue extension commune awguoroe points
de départ les premiéres lettres respectives de ces detexifa. Ceci peut étre fait en remplacant
la ligne7 de I'Algorithme 6 par :

7.1: Si PLECD(w,w,p+d+1,i+d+ 5+ 1) = |z| alors
7.2: w = Az Az est une factorisation pseudo-carrée.
7.3: Finsi

La Figure 4.7 illustre cette situation. Cette modificatienamange pas la complexité de I'algo-
rithme puisque la fonctioRLECD se calcule en temps constant. On obtient donc un algorithme

linéaire pour détecter les pseudo-carrés. [

L'algorithme obtenu permet non seulement de détecter polyomino admet une factorisation
de type pseudo-carré mais également de toutes les eaurReur ce faire, lorsqu’on atteint
la ligne 7.2 de I'algorithme, il suffit de stocker la factorisation obtenet laisser rouler I'algo-

rithme. Le tout demeure linéaire en fonction de la tailleudeAfin d'illustrer cet algorithme,
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Figure 4.8 Un pseudo-carré avec ses facteurs admissibles qui remguerpositionp.

Les deux facteurs admissibles représentés par les lgne€paisses sont ceux qui menent a
des factorisations de type pseudo-carré alors que lesaldtes ne le permettent pas. Les deux

factorisations obtenues sont identifiees sur la figure ..

o : w=00100-1001-00100-1001;

-00100 - 1001.

|

00

|

00100 -

e I w

Il s’agit d'un cas rare de mot qui admet deux factorisatiaiffér@ntes de type pseudo-carré. La

Section 4.4 étudie en détail la structure de ces motscpiidis.

4.3.2 [Detection des pseudo-hexagones

La strategie adoptée afin de détecter les pseudo-hezagessemble a celle employée pour
détecter les pseudo-carrés. On commence encore unefdistpr 'ensemble des facteurs ad-
missibles qui recouvrent une position quelconque dusnddn obtient alors une factorisation
de la formew = Xm)?y et il ne reste plus qu'a tester s'il exisié et Z tels quexr = YZ
ety = Y Z. Tester directement I'existence d’une telle paire de metsiiert forcemen®(n)
opérations ce qui porte la complexité totale de I'aldorie a0(n?). On privilegie plutdt I'ap-
proche suivante qui consiste a batir deux listes de fastadmissibles pour trouver une paire

qui coincide.
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Algorithme 7 (DétectePseudoHexagone)

Entrée :w € " un mot de contour et € {1,2,...,n}.
1: Construire L : la liste de tous les facteurs admissibles qui recouvrepbitionp.
2 : m < la position de la lettre la plus a droite dans un des factéeans, .
3 : Construire L, : laliste de tous les facteurs admissibles qui recouvrepbsitionm + 1.
4 : Pour chaque A € L, faire
5: Pourchaque B € L, faire
6: Siw = ABQMZEQ oUw = Aaszzl\y/B alors
7 i < la position de la premiere lettre dedansw.
8: j <« la position de la premiére lettre gedansuw.
9: Si PLECD(w, w,i,j) = |x| alors
10 : w admet une BN-factorisation.
11: fin si
12: fin si
13: fin pour
14 : fin pour

On remarque que cet algorithme peut étre modifié (trgér@ment) afin d’@€numérer toutes
les factorisations de Beauquier-Nivat d’'un mot de contauisgue les factorisations de type
pseudo-carré correspondent au cas oU, a la ligtes variables: ety sont vides Etant donné
que le nombre de facteurs admissibles qui recouvrent uriggmodonnée peut étre linéaire en
fonction de la longueur du mot, cet algorithme est quaduatigu pire cas. Cependant, dans
certains cas, il est possible de borner le nombre de facéeimsssibles ce qui diminue la com-
plexité totale. En effet, la présence d’'un grand nombréadteurs admissibles recouvrant une

position donnée implique la présence de répétitiobgrairement longues dans le mot.

Définition 40. Un motw est ditsansk-carrés pourk > 2 si pour tout facteur, dew on a que

u=zr = |u| <k.
Par exemple, lev = 0010011110000 est un mot sang-carrés pour touk > 7 puisque son
plus long facteur carré e801001.

On peut borner la complexité de I'algorithntectePseudoHexagondans le cas des mots

qui ne possedent pas de facteurs carrés trop longs.
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Théoreme 11.Soitw € X" un mot de contour sans-carrés. Determiner siw admet une

BN-factorisation se teste en tem@Pén + k?2).

Ce résultat découle directement du lemme suivant quieblermombre de facteurs admissibles

et par la méme occasion, la complexité des boucles imbeisjde I'Algorithme 7.

Lemme 5. Soitw € ¥™ un mot de contour sars-carrés etp une position dans. Le nombre

de facteurs admissibles qui recouvrent la positiothe w est borré par2k + 2log(n).

Preuve.SoientAq, As, ... A, les facteurs admissibles qui recouvrent la positiaansw. Par
définitionw = Azoczfél\lyZ avec|z;| = |y;| pour chaque < i < r de sorte que tous les facteurs
Zi recouvrent la positiop’ = p + . Il existe donc une position dansw telle que tous les
facteursA; détectés dan& recouvrent cette position. Dans I'Algorithme I&{eFacteursAd-
missibleg les facteurs admissibles sont listés a travers une baetle que chaque itération
peut détecter au maximum un d’entre eux. Soigni, tels quel < i1 < 19 < ¢ et supposons

gue des facteurs admissibles ont été détectés lorsétatons ou a pris les valeurs, etis.

w
u |
v |
p pHv|-1 p+u[-1
W

Soitu = wliy, ..., q] etv = W[iy,. .., q]. Par définition de la plus longue extension commune,
onaqueu =wlp,...,p+ |ul —1] etv = wlp,...,p+ |v| — 1] tel qu'illustré ci-dessus. On a

donc quev est a la fois préfixe et suffixe dece qui implique que: possede la période| — |v|.

Considérons le cas ofj etiy sont inférieurs & — k. Il est impossible quéu| < 2|v|. Par

contradiction, supposons que c’est le cas. On a alors quacteuru possede une période
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inférieure & la moitié de sa longueur. Il existe danen facteur carré de tel que|«| > @ Par

la définition de sang-carré,|a| < k. On en déduit les inégalités suivantes

|ul

k> > — > |vl.
ol 2 51> o

Or |v| > k car on a supposé que < ¢ — k. Contradiction.
La méme situation se produit lorsqiseetio sont supérieurs @+ k.
Ainsi, dans I'Algorithme 6, lorsque l'indiceé va del an, le nombre de facteurs admissibles
détectés est borné par :
- logn pouridel aq — k,
- 2k pourideq — kaq+k,
- logn pourideq + k an.
En additionant le tout, on obtient la borne énoncée. ]

On en conclut le résultat suivant, tiré de (Brlek et Prapan 2006a).

Corollaire 6. Soitw € X" un mot de contour sans-carrés aved: € O(y/n). Déterminer si

w admet une BN-factorisation se teste en tempslire.

Cette contrainte sur la longueur des carrés est une conditiffisante pour assurer la linéarité
mais pas nécessaire. En fait, il est possible qu’'un motquesdes carrés arbitrairement longs,
gue le nombre de facteurs admissibles en une position doswié linéaire en fonction de la
taille du motw mais que I'Algorithme 7 reste linéaire. Considérons peenaple le mot de
contour :

w=0"10T00TT0°1010011.
La Figure 4.9 illustre le caB = 8. On remarque que méme si la positipr= 1 est recouverte
park — 1 facteurs admissibles, la positioan + 1 n’est recouverte que par un seul. Ainsi, les

deux boucles imbriquées donneront lieu a seulerhentl € O(n) itérations.
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Figure 4.9 Les facteurs admissibles d’un polyomino exact et sa BNoféztion.

4.3.3 Optimisations de I'algorithme

Une premiére optimisation de I'Algorithme DétectPseudoHexagorjeconsiste a stocker les

facteurs admissibles de maniére a pouvoir accédertdiremt a ceux débutant ou terminant en
une position donnée. Par exemple, en utilisant un tableaulidtes d’entiers de maniere a ce
que lak-ieme liste contienne les entietgels quew[k..l] est un facteur admissible. On peut
procéder de la méme facon pour gérer les positions dérsgnent les facteurs admissibles et

ainsi éviter de boucler sur des paires de facteurs qui mesondent pas.

Figure 4.10Un polyomino exact et ses deux listes de facteurs admissible

Cette optimisation n'est pas suffisante pour abaisser lptExite de I'algorithme car certains
cas, comme celui présenté a la Figure 4.10, possedenbmbre linéaire de facteurs admis-

sibles se terminant a une position donnée et autant aébatia position suivante. Ce genre de
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situation peut mener a un nombre quadratique de tests.

De telles situations impliguent une périodicité dans let me contour. La détection de ces
régularités permet d'éviter des tests inutiles et aifeinéliorer la performance de I'algorithme.

Le lemme suivant fait le lien entre la périodicité et lagence de facteurs admissibles.

Lemme 6. Soitw € ¥™ un mot de contour avec deux facteurs admissibles= wli, ..., p]
(resp.A; = wp, ..., i]) et Ay = w[j,...,p| (resp.A; = wp, ..., j]) avec|A;| > |As|. Alors
(i) A, etA,ontlapériode|; — il.

(i) Soitm une eriode deA;. Sim divise|j — ¢| alors pour tout) < k < L’%J le facteur

wli + km, ..., p| (resp.w(p, ...,i — km]) est admissible.

Preuve.(i) Par définition de facteur admissibtefi + 5,...,p+ 5] = El etwlj+35,...,1+
5] = 171\2 Ainsi, 171\2 est un suffixe de/tl\l. On a donc quel, est a la fois préfixe et suffixe dé,,

d'ou A; ala périodgA;| — |As| =7 —i.

(ii) Pourk = 0 c'est trivial. On poseX = w[i + km,...,p] pour unl < k < L%J
CommeA; a la périodem, il existe deux mots:, v avec|uv| = m tels queA; = (uv)*u et
X = (uv)*~*u. De plus, commen divise j — i, Ay = (uv)’u olv = {%J . D’un autre coté,
ona

. n n - PRI
w[z+§,...,p—|—§]:Alz(uv)“u,

ce qui implique que

w[¢+km+g,...,p+g] = (@0)"*a = X.

Il existe doncr ety tels quew = XXy avec|z| = |y|.

w
A A
— y' X' /A\\Z —
[ viu v v]d v[d gl v]d v]d v]a] v]u] |
—y X X X —
f f oy |
i itkm  j p n/2+i n/2+j n/2+p

n/2+i+km
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Il reste & voir quef(z) # I(z) et f(y) # I(y). CommeA; est un facteur admissibley; =
L f(a') # 1(@') et £(y) # I(y). CommeA, et A; ont la périoden,
Iy

Asx! Ay avec|z!| = |y

onaqud(z) =1I(z") eti(y) = I(y"). On obtient alors les inégalités voulues :

z) = f(a') I(z") = I(=z),

~
—~

4
£

Ainsi, lorsque deux facteurs admissibles terminent a éaneposition, on a forcement une
périodicité qui implique la présence d'autres facteadsissibles. Par symétrie, le résultat
précédent s’applique également aux paires de facteongsaibles débutant a la méme position.
On a vu préceédemment que les seules situations qui fontami@ncomplexité de I'Algorithme
7 a0(n?) étaient justement les cas ol un grand nombre de facteorssibles se terminent

tous a une positiop donnée et un grand nombre débutent a positiend.

Définition 41. Soitw un mot de contour el = w[l,...,p] (resp.A = wlp, ...,l]) un facteur
admissible ayant la période < ‘i;' tel que tous lesA; = wl[l + im,...,p] (resp. les4; =

wlp, ..., l+im])pour) < i < V%ZJ sont admissibles. On appelle la suit&;) | une

osi<| B

suite de facteurs admissibles deripdem terminant (resp. @butant)a la positionp dew.

Par exemple, le polyomino illustré & la Figure 4.10 estécpar le motw = 0517010' T° en
débutant au point inférieur droit. Les facteurs admissilbeprésentés par des lignes pointillées
forment une suite de facteurs admissibles de pérlogeminant a la positiop = 8, alors que
ceux représentés par des lignes en tirets forment ure deiitacteurs admissibles de péridde

débutant a la positiof.

Le lemme suivant montre que dans une telle situation, ilnegilé de tester toutes les paires de

facteurs admissibles.

Lemme 7. Soitw un mot de contour ave€X;)o<;<x une suite de facteurs admissibles de
périodem terminanta la positionp et (Y;)o<;<x une suite de facteurs admissibles deipde
m’ débutanta la positionp + 1. Alors pour toute paire, j telle quew = Xinfo\i}%Z ona

forcementmin(im, jm’) < m + m’ — pged(m, m’).
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Preuve Soient;, j tels quew = X,;Y;ZX;Y;Z pour un certain mok. Par le Lemme 6 il existe
u,v € X* avec|uv| = m tels queXy = (uv)fu et X; = (uwv)*~u. De méme, il existe
u' v € $* avec|u'v'| = m' tels queYy = o/ (v'u/)* etY; = o/ (v'u/)¥ 7. CommeY; débute a
la méme position qu&; dansw, le motZ admet(v'v')’ comme préfixe. De la méme maniére,

X et X; terminent a la méme position daasce qui implique queZ admet(uv)* comme

suffixe. La figure ci-dessous illustre le caslot: 4,7 = 2, k' = 3, j = 2.

<)

Yo X0
ATHAVATRVATE av

Y z

<)
<)
<)
<)

ajo

[y
<
[y
<

X
uv‘ uv U\} u{/ uu’
%

=

o)

<)
N)
|

—

On a donc queZ admet(uv) et (v'u’)? comme préfixes. Soit le préfixe deZ tel que|z| =
min(im, jm’). Le motx possede les deux périodes et m'. Le theoreme de Fine et Wilf
(Théoreme 1, Section 1.2) stipule que|l@j > m + m’ — pged(m,m’) alorsa possede la
périodepged(m, m’). Par contradiction, supposons que c’est le cas. Il exisies ain moty de
taille pged(m, m’) tel queuv, v'v’ € {a}*. Ainsi,uv € {a}™T etil existe dong3, un conjugué
dea, tel quevu € {3}T. On a alors quéda est facteur dev car X, admet3 comme suffixe

alors quey, admeto: comme préfixe. En considérant les vecteurs associeéghtand

— — —
Ba=f+@=a+d=-a+a=0.
Le chemin de contouw contient donc une boucle fermée. Contradiction. n

Ceci permet encore une fois d’éviter du travail inutile ‘eincéliorer la performance de I'algo-

rithme. Le lemme suivant établit une borne supérieureaail nécessaire dans un tel cas.

Lemme 8. Soit w un mot de contour de longueur avec (X;)o<i<x une suite de facteurs
admissibles de griode m terminanta la positionp et (Y;)o<;<) une suite de facteurs ad-
missibles de @riodem’ débutanta la positionp + 1. Veérifier s'il existe un couplé, j tel que

w= XZ-YJ-ZE(\Z-}ZZ requiert au plusO(n) opérations.

Preuve.Le calcul de la plus longue extension en temps constant petenester chaque paire

X;,Y; en temps constant. Le Lemme 7 montre qu'il ne faut considgue les coupleg:, 5)
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appartenant a I'ensemble suivant :
T={(i,5) |0<i<k0<j<k etmin(im,jm’) <m+m' —pged(m,m)}.

Clairement, plus les valeurs de etm’ sont rapprochés, plus la cardinalité Aest petite. Au

pire casm = 1 (ou, de maniére équivalente,’ = 1) et alors

min(im, jm’) < m +m' — pged(m,m’) = min(i, jm’) < m/,
j=0et0<i<k
= ou
1<j<Keto<i<m.
Ainsi le nombre de tests nécessaires est bornéékpar1) + k'm’. Comme|Xy| > km et

|Yo| > k'm’ on a quekm, k'm’ € O(n). On obtient ainsi la born®((k + k'm’) = O(n). =

Maintenant, on peut borner le nombre de suite de facteurssaities périodiques terminant (ou
débutant) en une position donnée, ceci permet d’'étabérborne concrete au travail nécessaire

afin de déterminer si un polyomino pave le plan.

Définition 42. Soitw un mot de contour ave(A; )o<i<x, une suite de facteurs admissibles de
périodem terminant (resp. debutant) a la positien(A4;)o<i<x est ditemaximalesi
(i) Soitj la position dew telle queAy = w[l,...,p] (resp.Ay = wlp,...,l]) alorsw[l —
m,...,p| (resp.wlp,...,l + m]) n'est pas un facteur admissible.

(i) Pour toute périoden’ de Ay, sim’ # m alorsm’ ne divise pasn.

Le lemme suivant assure qu'il n’est nécessaire de corsidle les suites maximales.

Lemme 9. Soitw un mot de contour, toute suite de facteurs admissil@ei®giques qui termine
(resp. commence) en une position deamlew est incluse dans une suite maximale qui termine

(resp. commence) la meme position.

Preuve Soit (A;)o<i<x une suites de facteurs admissibles de périaderminant a la positiop
dew. Soity la plus petite période dg, telle quen divisem, et soitl tel queAy = w[l, ..., p].

On pose

v =max{r € N|V0 <i<vlefacteurw[l —iy,...,p| estadmissiblg.
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On poseB; = w[l + (i — v)u,...,p] pour chaque) < i < VT_lJ + v. Par construction et

le Lemme 6(ii), la suite(B;) , forme une suite maximale de facteurs admissibles

osi<| 5+
périodiques qui comprend tous les factedrpour0 < i < k. [

L'interét de ne considérer que les suites maximalesgstant donné une position dans un mot
de contour, on peut fixer une borne logarithmique au nombudes de facteurs admissibles

maximales débutant ou terminant en cette position.

Lemme 10. Soitw un mot de contour de longueur Le nombre de suites maximales de facteur

admissibles griodiques terminant (resp éthutant) en une positiomest dang?(log(n)).

Preuve.Soit (4;)o<i<k, une suite de facteurs admissibles de périodeet (B;)o<i<k, une
suite de facteurs admissibles de périadg < m 4 toutes deux maximales et se terminant a
la positionp dew. Comme le motw est de longueun, il suffit de voir quem 4 > 2mpg pour

obtenir la bornéog,(n).

Par contradiction, considérons premierement leraas= mpg. Par définition d’'une suite de
facteurs admissibles périodiques ohda,,| < my et|By,| < mp. Sans perte de généralité,
on suppose quidy, | > | By, (il nest pas nécessaire de considérer le cagy | = | By, |

puisqu’on aurait alorsl; = B; pour touti). On poseu = |Ay | — |Big| = |[Ak,—1]| — | By —1]-

Par le Lemme 6, le mo#l;,,_; possede la période et |Ay,_1| = m + [Ag,| > m + p.
Par le theoreme de Fine et Wilf (Théoreme 1, Section XR), possede la période =
pged(m, u) < m. Encore une fois par le theoreme de Fine et Wilf, on corqhetA, possede la

périoder # p qui divisey, ce qui contredit 'hypothése de maximalité de la sU#e)o<;<y, -

Supposons maintenant que < m < 2m. Il y a deux cas a considérer.
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Si |Ag| < |By| alors Ay posséde les périodes et m/ puisqu'il est un suffixe deB,. Par

définition, |[Ag| > 2m > m + m’ et par le théoréme de Fine et Wilf; possede la période

pged(m,m’). Commem’ < m, le pged(m,m’) < m ce qui contredit la maximalité de la suite
(Ai)o<i<k-
Si|Ap| > |Bo| alors on posg¢: comme étant I'entier qui minimise = ||A,| —|By||. On a alors

quer < %m <m.

Par le Lemme 6, le maB, possede les périodes’ et alors que/By| > 2m’ > m’ + v. Par

le théoreme de Fine et Wilf4{, posséde la périodeged(m/, v) < m’. Contradiction. ]

Lorsqu’on liste I'ensemble des facteurs admissibles guouerent une position donnée, il est
possible que des suites de facteurs admissibles péresligguminent en différentes positions

dew. Le lemme suivant borne le nombre de positions ou se termha®telles suites.

Lemme 11. Soitw un mot de contour de longueur et p une position quelconque de. Le
nombre de positionstopeuvent se terminer (resp. commencer) des suites masid@facteurs

admissibles eriodiques dont au moins facteurs recouvrent la positiop de w est borre par

logy(n).

Preuve.Soit (A;)o<i<k, une suite de facteurs admissibles de périedeterminant en la posi-
tionga > pet(B;)o<i<k, Une deuxieéme suite de facteurs admissibles de périggeerminant
en la positiongp > ¢4 toutes deux maximales et contenant au méifiécteurs recouvrant la

positionp dew.

Soitj 4 la position dew ou débute le facteudg et jz la position ou débute le factelit,. On a

alors que
A =wlja +ima,...,qa], VitelqueOd < i < kg,

B; = w(jg +imp,...,qp], Vitelque0 <i < kp.
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Afin d’obtenir la borne logarithmique, il suffit de voir que p@riode d'une des deux suites est

au moins le double de celle de l'autre. Il y a deux cas a cénsid

Si jp < ja + ma, c'est-a-dire que le facteuB, commence avant le facteut;, on pose

a = wljs + ma,...,p]. Par construction, le facteur est un facteur propre dd; et By,

« possede donc les périodes, et mp. Par hypothese, au moirisdes facteurs de la suite
(Ao, A1, ... ) recouvrent la positiop dew et commeA, ; est facteur propre d4;, les facteurs
Ao, A1, Ay, A3 et A4 doivent absolument débuter avant la positiore qui fait quea| > 4m 4.
Supposons maintenant qlig] > my4 + mp. Par le theoreme de Fine et Wilf (Théoreme 1,
Section 1.2) les mots, A et By possédent la période = pged(m 4, mp). |l existe deux mots

u, v tels queluv| = p et A; € (uv)*u tel que lillustre la figure ci-dessous.

w
A | Ay
— A X A y—
w] uf uf uf ub b o9/ av| ov| ov/avja
8, | 8,
| B, | B,
Soientx ety les facteurs dev tels quew = Aleﬁy avec|z| = |y|. CommeDB, possede

la périodep et par hypothése se termine apres le factéyron a f(x) = f(v). De plus,
comme le facteu3, commence avant le facteut; on a également quEz) = [(v). Ainsi,

f(z) = f(v) = 1(v) = I(x). Le facteurA; n’est donc pas admissible. Contradiction. On

conclut que sjjp < ja +my alorsdmy < |a| < my +mp etdoncdmy < mp.

Inversement, sjg > ja + my, c'est-a-dire que le facteuB, commence apres le factedn
dansw, on posex = w(jg,...,p]. Comme les facteurBy, B;, By, B3 et B4 recouvrent tous

la positionp, on a quela] > 4mp. Sia > my + mp alors par le theoreme de Fine et WIlf,

a, By et Ay possedent la période = pged(m 4, mp). Maintenant, si le facteuB, commence
avant un facteur|; tel que|A4;| > p, alors par le méme argument que dans le cas précédent, on
conclut qued; n'est pas un facteur admissible ea= A,z 4,y avec|z| = |y| et f(z) = I(x).

Ainsi on doit avoir|a| < m4 + mp ce qui impliquedmp < my + mp etdoncmy > 3mp.
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Si, a 'opposé, il n'existe aucun facteds, de longueur plus grande ou égalg & m 4 tel que

By commence avand; dansw, tel que l'illustre la figure ci-dessous,

w
Ay | At
My ‘ A RA
By | B,
e | B, | B,
| B | B
| B
B, | B,
i
p

c'est que les facteurB, B;, B2, B3 et B4 commencent tous entre le début du factdyr, _;

et la positionp. On conclut dans ce cas querp < 2m 4. [

Finalement, certains facteurs admissibles ne font paiigcdne suite de facteurs périodiques,

on appelle ces facteuisolés

Définition 43. Soitw un mot de contour. Un facteur admissible= w(j, . .., p|] (respw]p, ..., j])
est ditisolé par rapporta la positionp s'il n’appartient a aucune suite de facteurs admissibles

périodiques terminant (ou débutant) a la posigon
Le nombre de facteurs admissibles isolés est lui ausselmainun facteur logarithmique.
Lemme 12. Soitw un mot de contour, le nombre de facteurs admissiblegsseirminant (resp.

commencant la positionp dew est borr@é parlogy(n).

Preuve.Soit A = w[ja,...,p] et B = w[jp,...,p] deux facteurs admissibles isolés de
Sans perte de généralité, on supposejque jz. Il suffit de voir que|A| > 2| B| pour obtenir

la bornelogy(n).

Par contradiction, supposons gul < 2|B|. Par le Lemme 6A posséde une période qui
divisejp — ja telle que la suite4; = w(ja +im,... ,p])oqqp,lAJ est une suite de facteurs

admissibles périodiques avdg = A. Contradiction. [

Ceci permet enfin d’abaisser la borne quadratique de I'Atlgoe 7.
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Corollaire 7. Soitw un mot de contour. Bterminer siw admet une BN-factorisation se teste

enO (n(logn)?).

Preuve.Conformément a I'Algorithme 7, on pode, I'ensemble des facteurs admissibles qui
recouvrent la positiop dew, p étant choisi arbitrairement. Sait la position la plus a droite ou
se termine un des facteurs flg, on posel; I'ensemble des facteurs admissibles qui recouvrent
la positionm + 1 dew. Pour chague positiopde w on s’intéresse aux facteurs admissihlés
qui terminent eny et aux facteurs admissibl&s qui débutent e + 1. Ces pairesX,Y sont

les seules qui peuvent éventuellement mener a une feationw = XY ZXY Z.

Soit7<4 'ensemble des positiongtelles que parmi les facteurs, aucune suite maximale de

facteurs admissibles périodiques de cardinalité segpér a4 y terminent .

Similairement, soi€<, 'ensemble des positionstelles que parmi les facteufs, aucune suite

maximale de facteurs admissibles périodiques de caitdirslpérieure 4 y commencent.

Pour chaquey € 7<4 (resp.q € C<4), il y @ au maximurblog,(n) facteurs del; quiy ter-
minent (resp. commencent). Effectivement, le Lemme 1Qraspu’il y a au maximuniog, (n)
suites de facteurs admissibles périodiques maximale®rquinent (resp. débutent) en une po-
sition donnée et le Lemme 12 assure qu'’il y a au maxinegr(n) facteurs admissibles isolés
qui terminent (resp. commencent) en une position donnéla fait donc un total délog,(n),
4log,(n) pour les petites suites de facteurs admissibles périedigtiog,(n) pour les facteurs

admissibles isolés.

Soit7>5 (resp.C>5) I'ensemble des positiongtelles que, parmi les facteufs (resp.Ls), au
moins une suite de facteurs admissibles périodiques dinedité supérieure ou égalesay

termine (resp. commence).
Le Lemme 11 assure que la cardinalité des ensemBlgetC=5 est bornée paog,(n).

Soitq une position dev, il y a trois cas possibles.

1. g € T4 etqg+ 1 € C<4. Le nombre de facteury’ € L; qui terminent ery est borné
par5log,(n), tout comme le nombre de factedrse L, qui commencent eq+ 1. Pour

chaque paireX, Y veérifier siw = XY ZXYZ se teste en temps constant. Le temps de
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traitement de chacune de ces positions est @filog n)?). Comme il y aO(n) telles

positionsg, le temps total pour toutes les traiter €sfn(logn)?).

2. g € T<yetg+ 1 € C>5. Comme dans le cas précédent, le nombre de facteuts de
terminant ery est borné pajs log,(n), alors que le nombre de facteursidecommencant
eng+1estdan®(n). En testant toutes les paires possibles, on obtient un tdengealcul
enO(nlogn). Comme il y a au plusog(n) telles positions;, le temps total pour toutes

les traiter es© (n(logn)?).

3. ¢ € T>5 etqg+ 1 € C<4. Ce cas est completement symétrique au précédentnijestde

traitement total est don® (n(log n)?).

4. q € T>5 etq+ 1 € C>5. Soit (X;)o<i<r une suite maximale de facteurs admissibles
périodiques terminant eq et (Y;)o<;<)» une suite maximale de facteurs admissibles
périodiques commencant en-1. Par le Lemme 10, le nombre de telles pai&s), (Y;)
est borné patlog, n)?. Le Lemme 8 assure quant a lui que le temps de traitement pour
chacune de ces paires €(n). De plus, comme dans le cas précédent, il y a un maxi-
mum delog(n) facteurs admissibles supplémentaires qui terminent ehautant qui
commencent eg + 1. Pour chacun de ces facteurs admissibles isolés il faigiderer
un temps de traiment e@(n) puisque le nombre total de facteurs admissibles qui ter-
minent, ou commencent, en une position est born&}ar). Le temps total nécessaire
pour traiter une telle positiop est dono® (n(log n)? + 2nlogn) = O (n(logn)?). Fi-
nalement, comme il y a au pldsg(n) telles positions;, le temps total pour toutes les
traiter estO (n(log n)?).

On conclut que tester s’il existE € L etY € Lo tels quew = XYZXYZ requiert un temps
de traitement er© (n(logn)?). Finalement, il ne reste plus qu'a utiliser la méme métho
pour chercher une pait¥ € L, etY € L, tels quew = XZY X ZY. Il faut alors chercher
un facteurX € L; débutant en une positianet un facteuy” € L, tel que son homologuﬁ’
termine & la positiog — 1. La complexité totale d'un tel traitement est donc déns:(log n)?).
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4.4 Caractrisation des doubles pseudo-caés

On a vu précedemment qu’un polyomino exact peut admettreoorbre linéaire, en fonction
de son périmétre, de factorisations de type pseudo-beeadviais gu'en est-il des factorisa-
tions de type pseudo-carré ? Est-ce qu'un polyomino peuetide plusieurs factorisations de
type pseudo-carré ? Que peut-on dire de ces polyominogs® &ettion propose des problemes

ouverts portant sur ces objets géométriques tres ameci

On s’intéresse tout d’abord aux polyominos admettant @etorisations de type pseudo-carré.

Définition 44. Soit w un mot de contour avec la BN-factorisatian = XY ZXY Z. Une
deuxiéme BN-factorisationr = ABCABC est ditéquivalentesi [X,Y, Z,X',?,Z] est une
permutation circulaire dg4, B, C, A, B, C).

Définition 45. Un double pseudo-caérest une polyomino dont le mot de contour admet au

moins deux factorisation¥ Y XY et ABAB non-équivalentes.

De telles pieces existent, comme l'illustre la Figure 4.8.Proposition 6 (Section 4.3) a une

conséquence directe sur la structure des doubles pseauds.c

Corollaire 8. Soitw le mot de contour d’'un double pseudo-cagtA, B, X, Y quatre mots tels
quew = XY XY = ABAB forment deux factorisations narguivalentes. SoPx I'ensemble
des positions de recouvertes par le facteux et P4 celles recouvertes par le factedr, alors

Px ¢ Py.

Preuve.Par contradiction, supposons que les positions recowgvpéele facteutX sont toutes

recouvertes pad, on aurait alors la situation suivante :

Comme les deux factorisations ne sont pas équivalentexiste forcement une position

dansA qui n'est pas dans le facteuf. On a alors que les facteurs admissibles qui recouvrent



94

la positionp et leurs homologues respectifs recouvrent toutes lesiasitu motw ce qui

contredit la Proposition 6. [

Ainsi les deux factorisations d’un double pseudo-carrigatd étre décalées I'une par rapport
a l'autre. Considérons par exemple le polyomino codéganotw = 010101010101. 1l

s’agit du mot le plus court admettant deux factorisatioreugs-carrées.

0 100e1 0o1e0 100e1 01 s
A B
=y [ x| ¥y [ x|+

Etant donné un polyomino sur la grille carrée, on peutdorg redessiner ce polyomino en
utilisant comme grille de base un pavage du plan régulieupgseudo-carré. On appelle cette

opération le produit de polyominos.

Définition 46. Soit P un polyomino elC un pseudo-carré codé par le mot de contiyf X Y.
Le produitde P parC, notéP o C, est le polyomino dont le mot de contour e$tv) ou w est

le mot de contour d® eto est le morphisme défini par

Q0
ol
Il
lal
Q
=
Il
==

R -5
| -

Figure 4.11Produit du polyomind par le pseudo-carr€.
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Par exemple, considérons le pseudo-c&fréont le mot de contouwc est :
we = XY XY,
=010110-10111-011010-11101,

4.11. Le produit déP par C est le polyomino défini par le mot de contoufwp ) ou o est le

morphisme défini par

=
=

a(0)
a(0)

Il
o

10
1

0,  o(1)=T0111,
1 1

0, o(I)=11101.

Il
ol
ol
=

Remarque 5. Le carré unitaire est un pseudo-carré dont la factoaeati = 0, Y =1, X=0

etY = T est I'element neutre de ce produit.

Définition 47. Un polyominoQ est ditpremiersi pour toute paire de polyomind3, C telle

queQ =PoConaalorsqu& =PouQ = C.

Remarque 6. Tout polyomino dont I'aire est un nombre premier est foreétrpremier.

Le Tableau 4.4 présente, a symétries diédrales réisté des premiers doubles pseudo-carrés.

La présence de deux factorisations de type pseudo-castéellement contraignante qu'il est

difficile d’en imaginer une troisieme.

Conjecture 2. Il n’existe aucun mot de contour admettant trois factoiisas nonéquivalentes

de type pseudo-cair

De plus, Laurent Vuillon a remarqué que les cotés de kesisloubles pseudo-carrés primitifs
observés jusqu’ici possedent uoentro-syratrie (Vuillon, 2008). Soitw un mot de contour
d'un double pseudo-carré & un des facteurs d'une de ses deux factorisations. Le segment
de droite reliant le point de départ du chemin codé¥aau point d’arrivée croise ce chemin
exactement en son centre et les deux moitiés obtenuesataitgment symétriques par rapport

a ce point.



Périlr:étre - Premiers Composés
6 | o7
" =g
w | B 0 4P
u | L SRR
s
I s
VAR
; s
e
==
o
o |5 ﬁ = ﬁj}
£

Tableau 4.1Les doubles pseudo-carrés de périmetre inferieurgalid 32.
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Figure 4.12Un double pseudo-carré primitif et ses huit facteurs cesgmeétriques.

La propriété géométrique de centro-symétrie se italu les mots par la palindromicité, d’ou

la conjecture suivante.

Conjecture 3. Soitw le mot de contour d’'un double pseudo-capremier. Si les motX, Y

sont tels quev = XY XY, alors X, Y € PalZ*).

Le fait que les facteurs(, Y sont des palindromes fait en sorte que si on pose XY alors

w = uu, Ce qui impose également une structure tres contraignant

4.5 Polyominos avec des trous

Les résultats algorithmiques présentés précédempeuvent s’appliquer a des tuiles plus
générales que les polyomindétant donné que la BN-factorisation concerne uniquement |
chemin codant le bord d'une piece, on peut I'appliquer & fdemes possédant des sections
d’aire nulle. Considérons I'exemple présenté a la Fegti13. Débutant au poit, le bord de

cette figure est codé par le mot

w = 11001 - 001011011100101 - 0011 - 10011 - 101001110110100 - 1100.

Cette factorisation correspond au pavage illustré a dmirféi 4.13. Le bord d’'une telle piéce
correspond a un chemin qui passe deux fois par le méme paiistqui ne se croise pas. Nous

appellerons uranalune région d’aire nulle sans croisement.
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.
s H5145 45
.
S
l I N IS N I N
B N I O

Figure 4.13Un polyomino avec trou et un pavage du plan par cette piece.

Définition 48. Soitw € ¥* un mot codant un chemin. Wranalest un mot tel quew = zuyu

pour deux mots non-videsety satisfaisaniz’ = 7 = 0 et

(i) westmaximal au sens quéz) # I(z) et f(y) # U(y).

(i) Soit V= {(I(z) - f(uy)), (I(zw) - f(y)), (I(y) - f(@2)), (l(y@) - f(2)) } \ {aala € T}
I'ensemble des virages effectués au début et a la fin damal,dl doit y avoir au moins

un virageV # (), et ils doivent tous &tre du méme cdtec GouV C D.

La Figure 4.14 illustre les deux types de canaux possibleqremier relie deux régions entre

elles alors que le deuxieéme relie un trou a I'extérieufadégion considérée.

’ A Y - I ~
4 1 '[] ,’ “ LY U ~
I, 1 e \ ! ! ~N\ \‘
1 . 1 1
1 D ’ 1 1 X1
X 1 e - - 1
\ e — [ h u ‘y 1} 'l
) u [ 4 1
X D D, y h 1G , , ,
} H ' 1 ’ . ’
\\ - H ’ ' i PRd ’
--" A [} ~ - ¢
S~ ’ N == .

Figure 4.14Deux types de canaux
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Notons que le mot vide peut également correspondre a wal.damFigure 4.15 en montre un

. —~ — .
exemple, en posant = ¢ on a bienw = zuyu avecw = ¥ = 0 et les deux conditions de la
définition sont respectées.

-----

Figure 4.15Canal défini par le mot vide.

La condition (ii) de la Définition 48 traduit le fait que deux chemins se toutheais ne se

croisent pas. La Figure 4.16 illustre trois exemples otecaintidion n’'est pas respectée et a

chaque fois le chemin contient forcément un croisement.

- ’ 1 1'-~-‘\y
-~ . y [

" c ., 27 N ! X G k

| L= -

-
—————

1) @ o

Figure 4.16 Chemins qui se croisent.

Afin d’éviter de devoir considérer des cas pathologiquesis définissons la notion de multi-
plicité d’un point.

Définition 49. Soitw un mot codant un chemin débutant au pdinty), la multiplicité d’un

—_—
point (', y') est le nombre d’entiers < k£ < |w| tels que(x, y) + w[l..k] = («/,y').

La multiplicité d’'un point correspond donc au nombre desfoil le chemin y passe. On peut
caractériser les mots de contour de polyominos comme Btsmsemble des mota tels que

W= 0 et que tous les points visités lors du parcours du chemié padv sont de multiplicité
un.
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Nous pouvons maintenant généraliser cette notion de enobdtour & des chemins qui passent

possiblement deux fois en certains points mais qui ne ssarbpas.
Définition 50. Un mot de contour gréralisé est un motw tel que

() Ww=0.

(ii) Tous les points du chemin codé parsont de multiplicitél ou 2.

(iii) Tous les points de multiplicit& font partie de canaux.

Les mots de contour généralisés permettent a gésérdh notion de polyomino a des en-
sembles possédant des trous. La piece utilisée pour peysan a la Figure 4.13 en est un

exemple.

Lemme 13. Un mot de contour gréralisé w ne peut contenir un facteur de la form@a avec

04_[)3:6)6'[04755.

Preuve Par contradiction, supposons que le mot de contour gist&rapossede un tel facteur.
On peut donc écrire = uafBav pour certains mots etv. Soit i le plus long suffixe commun

au et etv le plus long préfixe communsaet 3. On posey’ = pav tel qu'illustré ci-dessous.

W
u a B a v
M vV V] Vv
U’ G’ B, a’ V!
\Y)

CH e v
g m———s "":
: vl (o QT
! 1
: ' B----
! 1
! 1

B

La partie du chemin codée paf correspond a une région maximale d’aire nulle dont toss le
points sont de multiplicité au moins 2. Le factedrdoit donc former un canal, d’o&’ = o

Ceci est impossible car
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1. Si|d/| est pair, alors les deux lettres au centre de ce mot formefaatieur de la forme

aa. Contradiction.
2. Si|d/| estimpair, alors la lettre centrale doit étre égale apopre barré. Contradiction.

On peut maintenant généraliser la Proposition 6 aux metodtour généralisés.

Proposition 7. Soitw € X" un mot de contour géralise etp € {1,2,...,n}. SoitA I'en-
semble des facteurs admissibles qui recouvrent la posjiienﬁ 'ensemble de leurs homo-
logues respectifs. Il existe au moins une position {1,2...,n} telle queq n'est recouverte

par aucun de€léments ded U A.

Preuve.ll s’agit d'un prolongement de la preuve de Proposition 6c{ida 4.3) en utilisant
les méme notations. Le cas 1 est traité de maniere idenfigisque la Propriété 2 (Section
1.5.3) s’applique non seulement aux polyominos mais augstlaemins de contour généralisés
car il s'agit d’'un chemin qui ne se croise pas tel qu'étalalng I'article (Brlek, Labelle et

Lacasse, 2006).

B \ | B —
y |
E v | K y—
A v B A v |a]

Pour le cas 2, considérons d’abord le cas ou le faciene chevauche paﬁ dans B, tel
gu'illustré ci-dessus. Puisque par définitiorest un préfixe ded, z est un suffixe ded, ce

qui implique querV ax est un suffixe deB. Ainsi le facteurB a les deux préfixes suivants :
zaVz et 2&175. Les facteurse et 5 possedent donc un préfixe commun non-vide, appelons
le u et soitv tel queSa = uv. Le motw contient donc le facteusy = Sax qui admetuvu

comme préfixe contredisant le Lemme 13 car

W=a+8=0.
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w
A [ a | A | B
| x y |
— y y | y —=
| x x | Blylalv[ B[] x| v B

Finalement, pour le cas ou le factejuchevauche@ dansB (illustré ci-dessus), on a qéevys3

est une boucle fermée et qtieySx est un facteur dev. Il suffit donc de voir quéy et x ont

un préfixe commun non-vide. Saitla premiere lettre del, on a alors que est également la
premiére lettre de. D’'un autre cotég est la derniere lettre dé et commey est un suffixe de

A, @ est la derniére lettre de On a donc une contradiction par rapport au Lemme 13 puisque

x et~ débutent par la lettre. ]

Il s’en suit que les algorithmes de détection des polyoma@cts présentés aux Sections 4.3.2
et 4.3.3 fonctionnent et que restent valides les bornes plesitée &établies aux Corollaires 6
et 7. Cette généralisation des résultats illustre bmrahtage d’avoir raisonné sur la structure

des mots plutdt que directement sur la géométrie dessobpmsidérés.

Etant donné un mot € {0,1,0,1}*, déterminer siw code un chemin de contour généralisé
demande plus de travail que de tester si un mot code le codimumpolyomino car il faut étre
en mesure de déterminer si les points de multiplicité 2etgmnent a des canaux ou non. Pour
ce faire, il suffit de parcourir le mat et pour chaque point du plai, y) visité, d'y noter le

virage correspondant. Lorsqu’on passe une deuxieme éoisrppoint, il suffit de s’assurer que

1. le sens de parcours est inversé. Ceci permet de rejeteediatement le cas décrit au

Lemme 13.

2. le virage effectué est du méme cdté (gauche ou drgite)celui effectué lors du premier
passage. Il faut ensuite mémoriser ce virage jusqu’a eelegichemins se séparent de

maniére a s'assurer que la conditigi) de la Définition 48 est bien respectée.

Cette vérification peut étre effectuée en un temps iieéen fonction de la longueur du mot

considéré en intégrant les éléments mentionnégssus a la méthode présentée au Chapitre 2.
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4.6 Grille hexagonale

Le codage de Freeman, employé pour encoder les figureségiégnes, peut étre utilisé sur

d’autres réseaux réguliers que la grille carrée.

Sur la grille hexagonale, les polyominos sont encodés swlphabet a six lettres. Nous uti-
lisons l'alphabety = {0,1,2,0,1,2} associé aux pas unitaires (sur la grille hexagonale)
{—=, /N, <,/ \\}. Par exemple, en partant du point le plus & gauche, le bondotju

omino exact présenté a la Figure 4.17 est codé par le mot

w=1020102010210120210201021012010202, O 0

|
NI

et sa BN-factorisation associée au pavage illustré est

w=XYZXYZ,

Figure 4.17Un polyomino exact et un pavage par ce polyomino.

Tout comme dans le cas de la grille carrée, dans un mot codectiemin sur la grille hexago-
nale, une lettre ne peut jamais étre suivie de son barrplu3elorsqu’on se déplace sur la grille

hexagonale, d’autres paires de lettres ne peuvent se sliensemble des paires interdites est

d = {aa]a € 2} U {aa|a € ¥} U{02,01, 10,12, 20, 21,01,02,10,12, 21, 20}.
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De sorte que I'ensemble des chemins sur la grille hexagaaaiespond aux € P ou

P =3\ (I & 5.

Une difference notable entre la grille hexagonale et ldegdarrée est établie dans (Brlek,
Labelle et Lacasse, 2005; Brlek, Labelle et Lacasse, 208 mglisant la Propriété 2 et donc
par le fait méme le résultat de Daurat et Nivat sur le nondlereoinssaillantsetrentrantsd’un

polyomino (Daurat et Nivat, 2003). Cette fois-ci, on défiltnsemble des virages a gauche
sur s'alphabelt: comme I'ensembl& = {01, 12,20, 01, 12} et 'ensemble des virages a droite

R = {02,10,21,02,10,21}.

Propri été 5(Brlek, Labelle, Lacasse)Soitw € ¥* un mot codant un chemin feéngui ne se

croise pas sur la grille hexagonale, alofsq (w) = 6.

Cette propriété a une conséquence directe sur lespid pavent le plan par translation.

Proposition 8. Sur la grille hexagonale, une polyomino est exact si et seefd S’il est un

pseudo-hexagone.

Preuve Puisque le théoreme de Beauquier-Nivat (Théoremeapdique également a la grille
hexagonale, il suffit de voir qu’'un polyomino ne peut adneettne BN-factorisation de type
pseudo-carré. Par contradiction, supposons que le bard mblyomino est codé par le mot

w = XY XY. En appliquant la fonctior\¢, on obtient
Acw = A(X) + AUX)F(Y)) +AY) + A(U(Y) (X))
FAX) +AUX) ) +AY) + AUY)F(X)),
<A4.
Ce qui contredit la Propriété 5. [
Du reste, tous les autres résultats énoncés au coursotl@piere ainsi que leurs demonstrations
s’appliquent directement a la grille hexagonale. Notamslg définition d’un facteur admissible

ne tient pas compte de la cardinalité de I'alphabet, umiggré de la relation entre une lettre et

son barré. La Proposition 6 tient toujours, la seule diffiee est que dans la démonstration au
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lieu de citer la Propriété 2, il faut employer la version sfapplique a la grille hexagonale, soit

la Propriété 5.

Il s'ensuit que les algorithmes de détection des pseudagumes présentés aux Sections 4.3.2
et 4.3.3 fonctionnent et que restent valides les bornes mpleaité établies aux Corollaires 6
et 7. La généralisation aux chemins de contour gérs&ab’effectue tout aussi bien sur la grille
hexagonale. Cette transposition des résultats a urmagtée differente illustre encore une fois
I'avantage d’avoir raisonné sur la structure des motoplgtie sur les objets eux-mémes. On

peut ainsi réutiliser directement les résultats égabli

4.7 Passage de la grille cagea I'hexagonale

Il existe une bijection bien connue entre la grille carrekhexagonale. La Figure 4.18 illustre
la transformation d’un polyomino sur la grille carrée cars@e en un polyomino sur la grille

hexagonale. Cette transformation s’effectue en troigesta
1. Etirer verticalement chacune des cases en un rectanglendmsion x 1.
2. Décaler chacune des colonnes d’'une case vers le bas.

3. Etirer horizontalement chacun des rectangles de maaiébgenir un hexagone.

Figure 4.18Bijection entre la grille hexagonale et la grille carrée

Il s’agit clairement d’'un processus réversible qui transfe chacune des cases du réseau carré
en une case du réseau hexagonal. Puisque le passage die leagrée a la grille hexagonale

préserve lal-connexité, I'image d’'un polyomino sur la grille carrésra toujours un polyomino
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sur la grille hexagonale. Cependant, les polyominos negmpréserves lors du passage de la

grille hexagonale a la grille carrée, tel que l'illusteeRigure 4.19

Figure 4.19Un polyomino dont I'image n’est pas un polyomino.

D’un autre cdté, les chemins de contour généralisas mé@servés lors de cette transformation
du plan. Il en va donc de méme avec les polyominos gésérliLa Figure 4.20 illustre la
transformation du polyomino généralisé sur la grillerea dont le mot de contour, a partir du
point S, est donné par

wy=01010101010101010101,
en le polyomino généralisé sur la grille hexagonale de®ntot de contour est

[
\I_I [ ]
|

Figure 4.20Transformation d’'un polyomino généralisé de la grikgrée a la grille hexagonale.

Cette transformation des mots de contour généralis#testue tout simplement par le trans-
ducteur illustré a la Figure 4.21. L'état initial et afin d'alleger la présentation, on suppose

que le mot lu débute par les lettr@su 0. On remarque que ce transducteur réécrit exactement le
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méme mot en y ajoutant, aux bons endroits, les leftret2. Conséquemment, le passage de la
grille hexagonale a la grille carrée s’effectue tout dengent en effacant toutes les occurrences

de?2 et?2.

020) (g, . (0,20)
(0,0)
(1.21) A C 3(1,21)
(0,0) l(ll) ©0) |@1)

1,21)

(1,21) C

Figure 4.21 Transducteur qui traduit un chemin sur la grille carrée erehiemin sur la grille

hexagonale.



CONCLUSION

Nous avons tenté au cours de cette thése de montrer quantedporsue offert par la combina-
toire des mots permet d’élaborer des solutions algoritjues €légantes et efficaces a differents
problemes posés par la géométrie discrete. L'étieddidns entre la combinatoire des mots et la

géomeétrie discrete apparait prometteuse et permetidrér mutuellement les deux domaines.

L'algorithme de détection des chemins auto-évitanesenté au chapitre 2 propose en fait une
représentation compacte et efficace des ensemthileanexes. |l se préte donc a de nombreuses
généralisations et applications. Par exemple, il sendiiressant de voir comment on peut
'adapter a la génération aléatoire de chemins auiiaiéts, au calcul de I'enveloppe convexe

d’'un chemin qui se croise et a la représentation d’ensesndécrits implicitement.

Au chapitre 3, on propose un algorithme pour calculer |'émmge convexe d’'un polyomino.
Comme il I'a été mentionné, dans ce cas précis les motsmeue masquer I'arithmétique du
probleme. Il serait intéressant de développer un alyoe basé principalement sur des argu-

ments combinatoires.

Au chapitre 4, il semble possible d’abaisser encore plustadde complexit® (n(log n)3).
Une analyse plus fine de I'algorithme suggéré devragt passible. Notons également les deux
conjectures relatives aux doubles pseudo-carrés et kibildé de généraliser davantage la

notion demots de contour

Finalement, une autre voie a explorer est le passage dulsaretZ? a I'espace discref?

ou les figures géométriques peuvent étre decompaseas arrangement de plan discrets. Ces
plans peuvent alors étre codés par des mots bidimendsodpet la structure combinatoire
reflete, encore une fois, la géometrie des objets cddBisistar du cas bidimensionnel, on peut
alors s'intéresser aux tests de convexité discréete qiriaux problemes de pavages de I'espace

par translation.
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